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APPLICATION 

METHODE VECTORIELLE 

DE GRA.SSMANN 

A LA GEOMETRIE INPINITESIMALE 



L'aeuvre de Grassmann {''). — ■ H. Graasmann a enrichi 
la science mathematique d'une branche nouvelle qu'il 

designs sous le nom de Ausdehnungslehre fou science des 
grandeurs extensives). C"est la theorie des fondementa 
abstraits de la science des grandeurs ; son application par- 
ticuliere au eas oil l'on fait intervenir la consideration c!e 
1'espace eonstitue la Geometrie. 

La method e de Grassmann eoinprend un ensemble tl' ope- 
rations parmi lesquelles la multiplication exterieure et la 
multiplication interieure jouent nn role tres important. Elle 
conduit aisement a la resolution d'une foule de problemes 
qui se presentent non seulement en Geometrie, mais encore 
dans toutes les branches qui se rattaehent a la science de 
1'etendue. 

Malgre leur puissance et lelir simplicity, les methodes <lu 



(') Nous nous bornons a citer ici Icb deux publications fonda men tales : i" Die 
:eate A « sde h n u ngs lekre, Leipzig. 1844 ; a° Die Auidehauagilekre, Berlin, iHto. 
ins cc dernier ouvrji;;e Grussmumi pri'isccitii s:i Ihi'ono suns urn: forme cntiere- 
snt nouvelle. 

Le? QEitvres cunipirle* do Grassiiiiiini, pcibliiin? parM, t'r. Tzigu!. eoinpreiLih'imt 
)is volumes ;]•;-: Jcu\ preiiiici's, skills unl. nurii ; Li'inzisr, iSqi>. 
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2 PREFACE 

savant professeur de Stettin sont pestles meconnues de la 
pluparl.de ses con tempo rains. Get insucees doit elre attribne 
an grand nombre de notions nouvelles que Ton y rencontre, 
et an formalisme si abstrait dans lequel elles sont presen- 
tees. Ce n'esl guere que depuis line dizaine d'annees que 
les idees de Grassmann out ete reprises et developpees par 
nn certain nombre de geometres dans les divers pays. 
Tout recemment, a l'occasion du cinquantieme anniversaire 
de la publication du premier traite de VAusciehnungslehre, 
M. V. Schlegel(') a retrace, dans leur dovoloppement bisto- 
riquc, les progres accomplis dans ce nouveau domaine. 

Aujourd'hui 1'etude do cos nouvelles methodes est faci- 
litee dans uno large mesure par les exposes elementaires 
que Ton doit a MM. Schlegel ( 2 ), Peano ( 3 ), Kraft (*), 
Burali-Forti ( 5 ), Hyde ( s ), Carvallo ('), Caspaiiy ( 8 ), et 
d'autres, et par la publication des ceuvres de Grassmann 
annotees par MM. Luroth, Ed. Study, J. Grassmann. 
II. Grassmann Ills, G. Sciieffers et Fr. Encel. 

Objet de ce Memoire. — Parmi les nombrenx domaines 
oli Ton applique avec succes les prlneipes de 1' Ausdehnungs- 
lehre, celui de la Geoinetrie iniiuitesimale nous a paru par- 
ticulierement interessant, el e'est dans ce sens que nous 
avons dirige nos reeherches. Nous nous proposons de inon- 
trer dans ce Memoire combien la methode vcctorielle sim- 

[') Zeilsehrift fur Mathematik unci Physik, Leipzig, nnneo iSflli. — Cette notice est 

[■) System der Raumlehre, 2 volumes, Leipzig, 1871, 187S. 

{') CalcoJo geometrico, Turin, t88S ; Edition nllemnndc : Die Grundziige des 
geometriiehen Calculi, Leipzig, 1891. 

(') Abriss <Ics geometrischen Kalhiih, Leipzig, 189'j. 

( s ) Introduction h la Geometric diffeientielle, Purls, 1897. 

{«) The Directional Calculus, HosEuii, 1 890. — Le m«mc nuteur n vedigr: pour le 
test-book Higher Mathematics, public pnr Merriinmi et Woodward, 1111 cliopitre 
intitule Grassmann! Space Analysis. 

( ; ) Nouvelles Annates, 1891, 1892, iSc>3. 

(«> Voir ses notes dnns les lYouf. Annales, 1898, 1S99. — Consulter aussi ses 
Memoires iuseres dans \e Bit//, des Sciences math., 2° sine, I. XI et t. XIII. 
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pliiie 1'etude des proprietes des courbes et des surfaces. 
Cetto simplification provient du fait quo I'on renonce a 
l'emploi des coordonnees cartesiennes pour operer direc- 
temcnt stir les elements geometriqnes; ccs elements stmt 
soumis a certaines regies de calcul que nous resurnerons 
brievement dans 1' 'Introduction . 

L'applicalion dn calcul geometrique de (jrassmann a la 
theorie des courbes et des surfaces a ete determinee pour 
la premiere (bis par M. Herm. Grassninnu (Ills) dans sea 
Programmes dc Halle (i88('i, 1888, 1893). Nous avons repris 
ces publications en les developpant particiiliercment en ce 
qui conccrne la tbeorie des surfaces. On retrouvera done 
dans notre Memoire certains passages du travail de notre 
collegue de Hallo, ces emprunts nous out paru indispen- 
sables a l'nnite et a la clarte de l'expose. 

Dans leur ensemble, les proprietes que nous exammons 
ici n'offrent rien d'essentiellement nouveau ; aussi avons- 
nous evite, le plus possible, d'entrer dans le detail de cer- 
tains developpements que Ton pent trouver dans les 
onvrages classiques etdont l'expose n'est guerc modifies par 
l'usage du calcul geometrique. C'est le mode d'exposition 
base sur l'emploi systematise des vecieurs, qui, seul, pent 
donner un certain interet a ce travail, et nous esperons 
avoir ainsi apporte unc logere contribution a I'elude d'une 
branehe qui n'a ete quo trop del.aissee jusqu'a present. 

Nous donnons niaiiilenant un apercu succinct des matieres 
successivement traitees. 

Le Memoire eomprend cinq chapitres : 

Le Chapitre I est consacre aux courbes gauehes. Nous 
etablissons d'abord les equations de la tangcute et du plan 
normal, puis celles du plan osculateur et de la normale 
principale. Viennent ensuite les generalites relatives a la 
eourbure, ii la torsion et a la courbure normale d'une 
courbe, avec les i'ormules de Frenet et celle de Laneret. 
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Dans le Chapitre II nous abordons ley elements de la 
theorie des surfaces et nous montrons comment 1'introduc- 
tion de trois vecteurs-unite e„, e B , et e, simplifie l'etude des 
relations fondamentales du premier et (In second ordre. Les 
elements e„et e„ aont les vecteurs tangentiels aux courbes 
coordonnees («) et (e) ; I'elemente, estle vecteur-unite nor- 
mal a la sui'face. 

Le Chapitre 111 contient cc qui est relatif a la courbure 
des courbes tracees sur Line surface : theoreme de Meus- 
nier, sections principales, formula d'Euler. 

Les notions precedentes se trouvent appliquees, dans le 
Chapitre IV, a l'etude des courbures des surfaces. On 
obtient aiscinentles f'ormules relatives a la courbure totale 
et a la courbure moyenne ; nous appliquons les premieres 
a la determination de la courbure totale d'une surface 
reglee, tandis que les secondes nous amenent a donner 
quelques notions relatives aux surfaces minima. Nouspassons 
ensuite a la notion importante de courbure moyenne qua- 
clratique, dont nous determinons l'expression a l'aide de la 
i ne (bode vectoricllc. 

Le Chapitre V a pour objet les lignes particulieres tracees 
sur une surface. Nous partons des systemes conjugucs pour 
en deduire, comme cas particuliers les lignes de courbure 
et les lignes asymptotiques. Les equations de ces courbes 
prennent une forme remarquablement simple et se pretent 
a une interpretation geometrlque immediate. 

Sont encore etudiees dans ce chapitre les lignes geode- 
siques et la courbure geodesiquc lies lignes tracees sur une 
surface. 

Afin de faciliter la lecture de ce Memoire, nous resumo- 
rons d'abord, lc plus brievement possible, les principales 
operations que nous empruntons au calcul geonietriqne de 
Grassmann. 
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INTRODUCTION 
RAPPEL DE QUELQUES NOTIONS DE CALCUL GEOMETMQUE 



I. — D'unc manicre generale tout ealcul gcometrique com- 
prend 1'cnscmble des operations auxquelles on soumet un sys- 
teme determine d'elements geometriques ('). II presente sur la 
geometrie analytique l'avantagc d'operer directement sur les 
elements a considerer. 

Les elements geomeLritjues qui interviennent dans la. theoric de 
Grnssmarm sont les suivants : lc point, le segment, le vecteur, le 
bivecteur (ou element plan) et lc triveeteur. 

Tout element geometriquc presente au moins l'un des carac- 
teres suivants : grandeur, position, direction et sens. Dans la 
eombimuson de ees elements on fait usage do nombres {on par- 
ties scalaires). 

En ce qui coiieerne nos reeherehes, nous nous servons presque 
cxelusivement du vecteur ; nous nous bonierons done a rappeler 
ce qui est relatif a cet element. 

Segment. — Voici d'abord la definition du segment. 

Etant donnes deux points A et B, le segment AB est la por- 
tion limitee de la droite joignant lc point A au point B ; A est 
l'origioe du segment, B est son extremite. 



;') L'i'dcc d'un pare.il nnlcul vcnmrilc a Leibsiz (H'.;()) ; olio a . 

(itjH7), par ISti.LWiTis, duns su Method,: ttci Etjuipnlhnces (di 
(iR,\:5S.MASN, tlsuis son Auxdchnrntgxtrltii: (iNi-'l! cf: Jiai' ILvim.TON, tj 
ites Qualci-iiioiin I'lS.Vi}. I'iii'ini res miHhotlcs, r.el\c. d<; Gehss.max-j us 
In phis ^cmh'iilc, muis, pour les raisons indiquues plus Iinul, ( 
|).'ii(];i[il lon^li'iD]!-!, In moins uounuc. 
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6 rXTHODrcriox 

On appelle grandeur (on module) de AB, le. Qombre positif 
qui mcsure I;i distance AB, 

Un segment est d6termine par sa grandeur, sa position, sa 
direction et son sens. 

Vecteur, — Le vccleur se distingue du segment en ce que sa 
position n'est pas determined. Ainsi, etant donnes deux points 
A, et B p le vecteur a l =B l — A, pent ctrc applique en n'importe 
quel point de l'espacc. 

Si Ton considere un second vecteur (t J= B, — A,, les vecteurs a t 
et a % sout egaux si les segments A,B, et A^B, ont mSme gran- 
deur, tn6me direction et meme sens. 11 en resulte qu'un vecteur 
est determine par sa grandeur, sa direction et son sens. 

La grandeur d'un vecteur est evaiuee au moyen d'un vecteur- 
unite e t ayant memo direction et meme sens. On a, par exemple, 
a, = pe„ p etant un nombre. 

Nous pouvons nous dispenser de parler ici de la notion bien 
connue de la somme (geometrique) de deux ou plusienrs vec- 
teurs, ainsi que de la difference de deux vecteurs. 

Trois vceteurs rtprtj./r,. sont tlits coplitnaives loi'squ'ils sont pa- 
rallels a un meme plan. On montreque, dans ce cas, l'un d'eux 
est une fonction lineaire des deux autres, c*est-a-dire que l'on 
doit avoir 



,r, et a- s etant des noaibres. 

II. Pi-oduit exterieur. — Le prodidt c.vlcrieur(') [fl,ffl,] de 
deux vecteurs «, et o s est earaeterise par les relations 

Quelques auteurs designent un pareil pvoduit de deux vecteurs 
sous le nom de bivecteur. 

On i'ait cotTCspondro au produit exterieur ja/ ( J l'aire du 
parallelogrammc dont les cotes sont a y et a.,. Le signc dc l'aire 
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varie avec le sens dans lequel on parcourt le pourtoni' clu pural- 
lelogramme. Nous admettroiis comme sens positif le sens eon- 
traire ii cclui ties aiguilles d'imc montre. 



Le produit de deux vecteurs est nul, si l'nn des vecteurs est 
nul, on si lew deux vecteurs son! paralleled. 

On a done pour la condition do parallelisms de deux pecteurs 

On de montre aisement les relations suivantes : 

l?«, »,] = ?!.»■«,). »<■ [",«J=K(«,+P".)] 

o etant un nombre. 

Considerons inainl.enant le pt'oduil exteneur de Irois veclenrs 
ii„a^,a 3 , designe aussi sous le num de tricecieur. 11 est caractc- 
rise par les relations 

Au produit [«,«,«,] on fait correspond re le volume du p:\ralle- 
lipipededont les aretes, issues d'un meme sommet, sont a i; a.,, ti.^. 
La determination du signe se fait en coniparant le parallelipi- 
pede [«,«,«,] au cube unite [e^e,] -■= i. Le signe sera positif si 
le triedre a l a l a 3 a la meme disposition que le triedre e t e,e 2 \ il 
sera negatif dans le cas contraire. Nous supposons le triedre 
e,e a e 3 tel que, pour un observateur debput sur le plan e ( e, et 
traverse des pieds a la tete par le vecteur e.., une rotation de 90" 
de droite a gauche amene e i sur e.,. 

Le triveetciir ["^flj] est nul si l'un des vecteurs est nul, 011 
si les trois vecteurs sont paralleles ii un meme plan. La condition 
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I.VTllODVCTIOS- 



de copUmarite de trots vecteurs peut doi 
sous la forme 



III. Produit interieur (') . — Pour le proclnil interieur de 
deux vecteurs a i ct a v Grassmann a recours a la notation [aja,]. 
Un pareil produit est caracterise par la condition 

[»,k] = [«,!«,]. 

Lea vecteurs a t et » B que nous considerons iei sont des vec- 
teurs quelconques pris dans Vespace ; on peut. d'aillcors toujours 
les supposer appliques en un inJme point. 

Au produit interieur de deux vecteurs on fait corresponds 
l'aire d'un rectangle ayant corame dimensions Tun des vecteurs 
etla projection de 1' autre snr le premier. 

II est facile d'titablir un rapprochement entre ce produit et le 
produit exterieur de deux vecteurs. En cll'et, si nous supposons 
les deux vecteurs appliques en un meme point, nous pouvons 
dire ; le produit interieur de deux vecteurs «, et « 5 peut etre 
envisage com me le produit exterieur de a t par le vecteur |«, 
obtenu en faisaut tourner a., d'un angle droit dans le sens de a l 

Le produit interieur de deux vecteurs est mil si l'un des vec- 
teurs est nul, 011 si Irs deux vecteurs sout pcrpendiculaires entre 

On a done pour la condition de perpendicularite de deux vec- 
teurs n, et a s 

[«■ i «,] = »■ 

Envisageons maintenant Tangle a que forme nt deux vecteurs 
quelconques a 1 et a i supposes issus d'un meme point de 1'espace ; 
cet angle est compte dans le sens de «, vers a v Si Ton designs 
par mod «, et mod a 1 les valeurs absoluea de a i et de a 3 on aura, 
d'une part, pour le produit exterieur, 

\a.aS\ — mod a mod a. sin a, 
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lyrnrinnci'iox g 

et, d'autre pari., pour le produit intericur, 

>a l | a 2 ] = mod rt, raodfflj cos a. 
On en deduit 

L mod a, mod a, J' L mod a, | mod a, J 

Pour le cas particulier de deux vcctcurs-unite e, et e 2 , on a 
simple me at 

De l'expression 

a t | a 2 ] = mod n, mod n s cos a, 

on peut deduire la valcur numerique du module d'un vecteur. 
On a, en effet, pour le produit ioteiieur d'un vecteur par lui- 

Le produit [«,]«,], que Ton ecrit pour abreger sous la forme 
'a^- est appele carre interieur du vecteur « A ; il correspond a tin 
carre dont le cote a pour mcsurc mod a r On a done 

mod a t = /[«,!«,] = /«J. 

Ainsi on obtient le module d'un vecteur en extrayant la racine 
carree de son carre intericur. 

Considerons par excmple dans un plan deux vcctcurs-unite 
■ e, et e s formant cntre eux un angle a. 
On a done, par hypol.hese. 

ej = i , e^ = i , [e i j e a ] = cos a. 

Tout vecteur a de ee plan pent ctre rcprescntc par une expres- 
sion de la forme 



x l et .v t etant des nombrcs. On pourra ocrire 

[a | a] = [(#,e, + x^ | foe, -f- # a e a )]> 
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10 INTRODUCTION 

Si les deux vecteurs -unite sont rectangulaires, on a simple- 
mod,/ = \/.7*+7?. 

On prefere souvent eviter la racine carree et determiner le 
module d'un vecteur a it l'aide du vecteur-imite e a ayant meme 
direction et meme sens. Dans ce cas on ;i 

mo<U = [a|e.]. 

Remahque. — Le produil interieur de deux vecteurs limile au 
systeme plan oll're une grande analogie avec 1'opcration 
i(i=l/— i) dont fait usage Argand dans ses Essais (Paris, 1806}. 
Si It la place dn symbole | on se sert de l'unite imaginaire 
i=V — 1 ) on parvient pour le vecteur it une expression d'un 
emploi tres commode ('), 

Prenons, dans un systeme plan, deux vecteurs- unite rectangu- 
laires E, ct E 3 . On a done 

IV — 1 , l'V : = ' . [K,E,J= 1, K, 1 E a ]=o. 

Soil, a un vecteur du plan. On entend par \a 011 ia le vecteur 
ubtenu par la rotation de a d'un angle droit dans le sens de E, 
vers E 2 . Cette operation appliqucc une deuxieme fois clonne 
iia= — a, d'ou il resulte que i*== — 1. 

Les expressions [«,|oJ et !",''(,] sunt equivalentes. 

On a, pour tout vecteur a. 





»= 


= .r,E,+. 


v'K 


,=(. 


r, -+- x. 


f) F 'i 


et, si r 


on fuse 


,„ 


ocli 


■ = F 







(') Co, 


suiter a ee suj, 
lie Borili-J'OJ 


„.. 
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on volt que tout vecteur clu plan pent se representor par 

a= ? eh.E t 
s etant Tangle forme par les vecteurs E, et a. 

IV. Index d'un vecteur ou d'un bivecteur (') . — Envisageons 
le bivecteur determine par deux vecteurs «, et a i supposes appli- 
ques en un point P de l'espace. Soit « 3 un vecteur perpondi- 
culaire en P an plan [«,«,] et meiie dans un sens tel que le tri- 
vecteur [«,« s ff- a ] soil, positif; nous donnons au vecteur a 3 line 
longueur telle que son module soit egal au n ombre qui exprime 

Le vecteur ainsi defini est ce que l'on appelle V index du bivec- 
teur [a, «J ; on le represente par hi notation 

Reciproquement on dit que l'index clu vecteur <? 3 est le bivec- 
teur [o,a,], et Ton ecrit 



En particuliei on pent prendre pour le bivecteur defin 
par \a s le rectangle uyant comme dimensions la longueur de a 
et 1' unite de longueur. 

Le symbole | que nous einployons ici est le memo que celu 
clont nous avous fait usage dans la multiplication interieiire de 
deux vecteurs. II est facile de con stater que su signification reste 
la menie. En effet, consideroits le trivecteur [aba] ; designons 
par d l'index de [be], e'est-a-dire, posons 

d = \[be] ou \d = [/>c\. 

On pourra remplaccr [abc] par le pro dint [a|tf|. Cc dernier 
represente encore le volume du pariilleiipipedc \al>c\, puisque, pai' 
definition, la longueur du vecteur d correspond a. Taire [fie]. 



:'i Gi;assman:>' L'mpluic le iiom de Ki-gaxz-uitg. innis on a<: plurnnt a u 
vne beuueoup plus yenoml ; voir Aitsi/c/m iin^i/i-ln-i- , ;Mi», n° 8y u ii" <)' 
sort de lit denomination do the complement, 1>i:ha.li-1''orti de cclle 
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Les Tommies qui suivent resument les proprietes les plus 
importantes concernant l'index d'un vecteur ou d'un bivcctcur : 

|j a = a, ].£«=:.«[« (.r quantite numerique), 

\(a + b) = \a + \b, [(» + i)|e] = [«|c] + [J|c], 
[|»|J] = |[oS], [|aF=o!i 

a,b,c represenlent des veclem's ou des bivectcurs. 

Considerons mnmleiiant 1c tiivectcur- unite trirectangulaire 

; w ,]=.- 

On a 

„,'.= . ,1=^=1 [« 1 I«J=[»,I«.] = W«J = ° 

>,=I[«a] I«, = II[«a] = [«a] 

», = i [«,»,] i», =11 [«.«,: =[«.«.: 

=k=lh«J k= II M = [«■«,]■ 

Tout vecteur is rapporte a ce systems peut fil.ro represents par 
une expression de la forme 

clans laqiielle x t ,x t ,x 3 sont des quantilcs numeriqucs. 
On a, pour l'index du vecteur a 

\a = \(x l e l H-^ 2 e 9 + x 3 e 3 )=x\e l - 1 t-x i \e i -\-£ 1 \e l , 



La longueur du vecteur a est don nee par la for mule 

mod a =1/2. 
Or on n 

al^=[a\a] =[{a; i e 1 +^,e 1 + ^ B e s ) [ foe, + z a e a + .r.e,) 

= JiJ + .'^ + ,tj, 

d'oii I'on deduit, 

modo = l/J;+.1f+TJf. 
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V. Produit interieur de deux bivecteurs. (') ■ — Soient deux 
bivecteurs [«,fl 2 ] et [fi ( b t ] eL soit 

,= |[/^J. 

En vertu de cette egalile. If; produit interieur 

[«,«■ I KK] 

peut etre rcmplace par le produit cxterieur 

Ainsi le produit interieur de deux bivecteurs domic un trivec- 
teur; il peut etre envisage comma resultant de la multiplication 
exterieure do premier bivecteur par 1'index de 1'autre. 

On a la propriete 

[«.«,! MJ=[*AI «.».]■ 

Examinons mainteuant le carre interieur d'un bivecteur, e'est- 
a-dire une expression de In forme 

Soit 6 le vecteur index, on a 

4 = |[<V>,] et |i = [«,«,]. 

Par definition, la longueur du vecteur Z> est donnee par le 
nombre qui exprime l'aire [fl,fl s ] ; on a done 

mod£>=modfl r mod a^. sin^a,), 

ce qui nous conduit aux egalites 

K«,]'-= [a,,., !<.,»,] = [«,o,4] = [i«,«J = (4 | 4] = 45 . 

Ainsi, le carre interieur d'un bivecteur est egal au carre inte- 
rieur de son index. 



[■) Voir GansSMANS, Aasdehaungale/ire, [8Sa, chQ[ 
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On en deduit 

[aA ]. : =( m oda i )'(mod fll ) , ™ , («^ 
= (mod a,) 2 ("mod a,) 9 — (mod rt b ) 2 (mod a.,} 2 cos* («!«-,) 

relation qui, pour le cas particulier de deux veeteurs rcctangu- 
laires, sc reduit » 

""/'»]- = a r a r- > puisqu'alors [a, j a a ] — o. 

Nous sommes ainsi conduits li hi voleur numerique de Voire 
d'ltn bivecteur. En effet, do 1'egulite 

[«,«,]»= (mod *,)■ (mod a_,) s sin 2 {«,«,) 

il resulte pour l'aire [«,«,] 

mod n, mod rt a siu («,((,) = /[«,«;]!• 

On obtient done la valeur de l'aire d'un bivecteur en extrayant 

la r a cine carree du carre interieur de ce bivecteur. 

Cepeiuhuit on pre fere souvent appliquer directement la defi- 
nition du vecteur index; el eal.euler I aire d mi bivecteur en deter- 
minant le module de 1' index du bivecteur donue. 

Cette determination peut se faire de deux manieres, ainsi que 
nous 1'avons vu plus haut ; d'une part, le module de h=\[a 1 a i \ 
peut etre calcule an moyen de la formule 

modi = V / 6Ti 

d'autre part, on l'obtient encore en ayaut recours au vecteur- 
unite e s pcrpendiculaire an bivecteur. Dans ce cas on a 

modJ = l e .|4], 
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c'cst-a-dirc pai' le trivcctcur determine par les vccteurs a , ct a, 
ct lc vecteur index dc longueur unite. 

VI. Determinants. — [.usage des determinants simplifie 
beaueonp l'exposedela geometric anal vlique ; mais lcur manie- 
meut exige toujours une etude speciale. Par contre, dans !a 
tnethode de Grassmann, la theoric des determinants se pre- 
sents comme une simple consequence de la multiplication 
exteneiire ('). 

D'une maniere generale hi multiplication exterieure repose sur 
la convention unique que le produit de deux qnantites e,. et e s , 
appelees unites, change de signe quand on intervertit Tordre des 
facteurs ; il en resulte que tout produit renfermant deux fois la 
oieme unite est nul ( 2 ). 

On veriiic aisemcnt que cotte proprietc s'etcnd encore aux 
qnantites a : 

a,= tt u e, + a,, f e s + +*+*,, (*=i,a *) 

functions lineaircs dea unites e 1 , <?.,,. .,(',,. 
Considerons les n formes 



et efl'ectuons le produit exteiieur \afl^i r ..«„]. 

Dans le developpement chaque terme contiendra /; facteurs 
numeriques suivis du produit cxterieur des n unites e ( , e„...e n , 
prises dans un ordre determine. Ce dernier produit peut tou- 
jours etre ramene a la forme \e t c. <*.„ j affectee du signe -+- ou — 



('} Atisdehnuagsle/irc, [SOa, ii» th. ~ I'nur In Elu-iii'ie des dc terminal] Is, consi- 
dered! ce point dc vuc, ton suiter p;ir o*ctii[>lc lii Haum'elire <in Sr:HLFGEl- (l e pavlie), 
1'ouvi'iige dc Khaft ct le Memoive dc (Jah.vm.lo, Nouv. Ann., 1S91 . 

;*) Envisaged d'unn maniere aussi generate, lif miiltiplicnlion cxtcricuro jouo un 
i-alo important 11011 suiilement dans le enlcul gcuinelrique, imiis encore dans 
1'Algebrc ; voir a oc sujet, outre les travail* pveeiti's, la Note que nous ayons 
publiee dons les Kone. Ann. en i8gS. 
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suivant que le nombie ties transpositions cil'cctuees a ete pair 

On pourra done ecrire : 



Le coefficient 1 est ce que Ton appeile le de-ten 
formes a l a 1 ...a„. 
En particulier, si l'on suppose que [e ] e ! ...e„]= i, 

plonient 



On rcconnait aisement que les propriety's londumi'iitalcs des 
determinants se dednisent im mediate ment de celles de la multi- 
plication exterieure. 

Nous nous bornons a. rappeler ici une propriety dont nous 
aurons besoin duns lit suite et qui est basee Bur la multiplication 
de deux determinants. 

Pour simplifier l'ecriture nous nous Kmiterons au cas de 
n = 3. 

On a pour le produit des determinants 





■|.l »!,. <"i,> I 


?« ?... f... 


i* = 


« 3 ,i «*,* a a 's ! et 4 f 


= P., ?...?... 




"j.i «a,3 «3,s i 


t P... fs„ ?,, 


des formes 




«,= •„ «, + ««•, + «..•, 


(■ = ,,,, 3) 


6,= P,.,n 1 + P,,,e,+ P,,,«, 


(■■=■, a, 3) 


i..4,= [t,H 


•J. 


en posant 




-, = Y.,,«, + T««,+ T««. 


(.= .,», 3), 


les quantites y ir etant defmies par le 


egalites 




,.,, = «,, 6,,+«,,,(i, 


+ «„?,,. 



-.[<•<[*.], 
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de sorte que le llieoreme de la multiplication devient 

I KIM K I '',][», I*,] 

Applique au produit interieur de deux bivecteurs 
conduit a la formule 



K«,IMJ 



[«,IM [««!*,] | 



On y parvienl sans peine si l'on envisage le produit interieur 
de deux bivecieuis en mine etant le produit exterieur du premier 
bivecteur par le vecteur index du second et si Ton applique le 
theoreme de la multiplication au produit 

k«,imj [*ai «,<■■]■ 

VII. Relations avec les coordonnees cartesiennes. — Con- 
siderons un point lixe et trois veeteurs-unite e„ e. t , e B , non 
dans un m6me plan. Pour tout point M de l'espace on a 

M= -j-^e, +^ a e s -\-x t e s . 

Les numbres s t , x t , x 3 , correspondent aux coordonnees carte- 
siennes du point M. 

Nous supposons dans ce qui suit que le triveeteur e,, e 2 , e, est 
Irirochuiguiiiirc, c'est-ii-dire que, outre les relations 



on a encore 

Si pour un second point M' on donne 

M' = + w s 'e t 4- x t 'e t -\- x t 'e t , 
la distance MM' sera determinee par 1'expression 
mod MM' = mod (M — M') 

= VJxT^*,')' ■+■ to ~ x iY + (*» ~ *>'?• 

Pkbb. Geomavie infill. a 
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Consederons les deux vecteurs 

o=o 1 « 1 + o I « l + o l 8 i , et a'=a l 'g i -i-a t 'e l 
La formule 

cos(a«') = ^— j-| mod ^ j 
devient 






La condition de perpending] mite [^|.'v'] = o pi'end la forme 
con nue 

Qiutiit ii lit condition de parallelisme [a«']=o des deux vcc- 
leui's a et «', elle devient 

;(a i e, + a a e, + fl 3 e s )(n i 'e 1 +a ) 'e, + o a 'e s )] = o. 

En effectuant les calculs et en groupant convenablement les 
termes on obtient 

(»,<-«,«;) K«,]+(«,<- v ,i [«,.j 

+ (»,»,'- a, .'J [.,.,] = 0, 
d'ou Ton dedoit 



Dctcrminons maintcnant l'equation do plan passant par un 
point donne: M' et perpendieulaire a un vecteur donne a. Pour 
tout point M de ce plan on devry avoir 

[(M-M01«]=o, 
ce qui donne 1' equation 

(#,— x t ') «, + (*,— ■<) «, -h (*,— *,*) «, = o. 

VIII. Representation d'une courbe. — Suppose) ns que dans 

M = + x, e, -+- x, e, -4- x B e„ 
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les quantites <c t , ,r a , ,r 3 , soient des fonctiims d'une memo variable 

independante reclle t. Lorsqu'on (era varier ( d'une maniere 

continue entre oertaines limites, le point M decrira nne courbc. 

Posons pour abreger 

d'oii il resulte 

M = +fj), 

et designons par x = CM le segment partant du point fixe 0, on 
aura, pour 1'equation d'une eonrbe gauche quelconque 

C'est a 1'aide de cettc forme que nous examine rons les pro- 
prieties les plus iraportantcs des courbes. 

Pour nne courbe plane, la function veetorielle f (t) se reduit a 

x=x i {t)e i + x i {t)e ii 

ou, si Ton introduit les coordonnees pol aires ^f</e) 

I = f (0«"»K 1 . 

Voici, a titre d'exemple : 
i" l'equation de 1 'ellipse 

2° cclle de la spirale d'Archimede 

x = «?e"E 1 . 
Si dans l'equation generale d'une courbc gauche 
x = x, (t) e, + x t [t) e 2 + x 3 (t) e s , 
on introduit les coordoan6es pol aires du plan e, e ir on obtient 
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Ainsi, on a, pour 1'equation dr. 1'hclicc 
x =/<e''E 1 + /(fE r 

IX. Representation d'une surface. — Si le vecteur x est 
donne en fonction de deux variables reellcs independantes « 
et c, le lieu du point 

sera generalcment one surface ; on peut concevoir cette surface 
comme engendree. soit par les courbea it obtenucs en donnant li 
la variable p une s6rie dc valeurs qucleonques, soit par les 
eourbes c corresponikml a une seric dc valeurs de n. 

Ainsi, on peut, en general, representor one surface par une 
equation de la forme 

»=',(",')', + ',[■,•).,+«,{.,-)«,. 

On aurait, par excmple, pour les surfaces dc revolution 
x --== a cose.e, -\- u since.,-)- <p(«)e 3 , 

on 

g= Ke <»E t + tp(«)E v 

Dans notre etude sur les surfaces nous envisagerons toujours 
I'equation sous sa forme generate 
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CHAPITRE PREMIER 

DES COURBES GAUCHBS 



- Generalites, 



i. — Nous supposerons toujours que, dana l'equatioE generale 
d'une courbe 

*=f(*), 

la fonction f(l) est developpable par la formule de Taylor mix 
environs de toute valeur ; comprise dans un certain intervalle, 
sauf de certaines valeurs isolees. 

Nous admettrons sur la courbe comrae sens positil', celui cjui 
est determine par les valeurs croissantes de la variable (. Au 
lieu de la variable arbitraire I, il sera sonvent preferable de 
choisir l'arc s compte dans lc sens positif a partir d'un point fixe 
sitne sur cette courbe. 

■>. — A deux points infiniment voisins M et M, pris sur la 
courbe 

correspond nn vecteur infiiiimen!. pellt'/.r. 

II est evident que cette droite infiniment petite a pour direc- 
tion celle de la tangents a la courbe au point M. 

Soil, d.s !;i longueur de l'arc MM ; on a 



ds = moAd.j; = l </dxl. 
'unc variable quelconque I, on au 

37 = mod 3r=V[3f] 
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Le vccteur infiniment petit dx ctunt ditige suivant la tangente, 
il est elair que la derivec ~ represente 1111 vecteur de longueur 
unite ayant mcme direction et m5me sens que dm. Representons- 




le par e„=MV. H s'ensuit que Indirection de la tangente en i 
point M de la courbe est donnee par le vccteur-unite 



La tangente en im point M de la courbe est representee par 
l'equatinn 

[>-*> £]=°- 

dans laquelle !j est un vecteur allant de l'origine a un point qtiel- 
conque de la tangente. 

Le plan normal a la courbe esl. donne par l'equation 



[<H-£.]_. - [(«■ 



.a !.,■'] = 



3. — Nous allons etablir l'equation rlu plan oscitlaleur en adop- 
tant pour ce plan la definition suivanl.c : 

Le plan oseulateui' en un point M est la limite vers laquelle 
tend un plan passant par la tangente en ce point et par un point 
Mj infiniment voisin de M. 

L'equation d'un plan passant par M est de la forme 

[(E-*)|»]=o (,) 

dans laquelle n design e un vecteur normal au plan. 
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Pour quo ce plan contienne lit tangente en M il faut que Ton 
ait 

\d X \n\=o, (2) 

relation qui cxprimc que le vecteur n doit etre perpendiculaire a 
la langente en M. 

Le point Mj indniment voisin de M est determine par 

,, - h dx A 2 tPx k* d-'.v 

x 1 =f(t+k) = x+- Tt + _ w + ro w +-., 

/( etant racoi'oissemciTt donne a la variable independante (. 
Le plan (i) devant contenir ce point, on a 



:[£!•} 



Le premier terrae est nul en vertu do la condition (2) ; sup- 
nrimant le laeleui' et laisant tendre h vers zero, on aura fina- 

lenient 

Le vecteur /; doit done etre perpendiculaire a la Ibis aux vee- 

dx d?x , 

teurs -r- et -— r : on pent done ecrue 
dt d!r ' 

„_[r^ ^1 „,, i„=r^ £21 

|L * di' J ! L * 3F J 

ct Ton obtient poor l'equatioi] tin plan osculateur 

[«->-£ £]=•■ 

On reconnait immediatement que, dans le cas oil la variable 
independante est I'are »■, le vecteur ,r" = -p-? est perpendiculaire 
an vecteur tangcntiel. Kn efl'ct de l'egalite 
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Le vecteur r" conlcnu dans le plan osculateur et dirige per- 
pentliculairoment au vecteur lan^entiel determine hi direction de 
la normal c principale. Soit Cj, le vecteur-unite qui fixe cette 
direction ; on aura 



§ 3. — Courbure et rayon de courbure. 

4, — Etudions la variation de la direction de lit tangente 
lorsque le point de contact se deplace stir la courbe (C). A cet 
effet, eonsiderons la courbe spherique (V) decrite par l'cxtremittJ 
tin vecteur-unite v mono par le point parallelcment au vecteur 
tangentiel e a , lorsque celui-ci se deplace d'une maniere continue 
sur la courbe. 

La courbe (r) porte le nom A'indicatrice spherique des tan- 
gentes. A tout, point M de la courbe (C) correspond 1111 point M, 
de la courbe (r). On a la relation 

M„ = + e„ 

L'angle forme par les langenles menees anx points infiuimcnt 
voisius M et M' sera mosurc par Tare M K M„' de la courbe sphe- 
rique. 

La limite du rapport de cet angle ii hare MM' porte le nom de 
courtirire tic la courbe en M. En designant cette limite par — , 



"T 



-l/-~ 



Le nombre p 011 l'inverse de hi courbure porte le noi 
rayon de courbure. Do l'cqiiation de la courbe spherique 
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i deduit 

d-=de„ 



-elation qui exprime que la tangente d I'indicatrice est parallele 
i la nor male principale. 

I. a longueur de Tare dy etant donnee par l'expression 



-■wae-v/l^] 4 *. 

ira, pour la courbure 



lutroduisons le Vecteur ex qui determine la direction de la 
normale principale 



Le point N=M+pej., situe sur la normale principale en M, 
est appele centre de courbure an point M. 

Remarque. — Les relations qui. precedent out ete obtemies en 
prenant coinme variable independante Tare s. II sera facile, en 
suivant nne marche analogue, de traiter le cas oil 1' equation de 
la courbe est exprimee en fonetion d'nnc variable qnelconque, 



§ 3. — Torsion ; formules do Frcnet. 

j. — Considerons, en mi point M d'tino courbe gauche, la tan- 
gente et la normale principale, et menons en ce point la per- 
pcndiculaire au plan osculnteur. Cette droits porte le nom de 
binormale. Nous admettrons que la tangente soit menee dans le 
sens des arcs croissants et que la normale principale soit dirigee 
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du point M vers le centre de courbure. Le sens de la binormale 
sera determine plus loin. Soil c, le vecteur-unite determinant 




irection de cettc droite ; on aura, en conservant pour le 
lent le double signe, 






„ ctant perpendiculaires dei 



Eltudions la variation de la direction de la binormale lorsque 
le point M se deplaee sur la courbe. Nous eonsiderons, comme 
plus haut, le vecteur-unite 7) mene par le point fixe paralle- 
lement aux vectcurs e a . Pendant le deplacemeni de M sur la 
courbe, 1'extremite M, du vecleur tj deerira unc courbe appelee 
indicatrice spherique des binormales. 

On a done 

M, = + e, 

L'arc dr, mesure Tangle forme par les plans osculateurs en 
deux points muniment voisins M et M', 
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La limite du rapport do cet angle a l'arc correspondant MM' 
porte le nom de torsion dc la courbe en M. 

Le nombre z ou l'in verse de la torsion est appele rayon de 
torsion. On a done, par definition, en designant la torsion 



par • 



dr, ._ 



et, puisque Ton a, pour la courbe sphenque 



pouna ecrire 

. ..... *. 



=</*?. 



Nous allons montrer que ej est parallele a la norm ale princi- 
pal e. 

En effet, de la relation 



[&M+N£]- 



or le second terme dc cclte equation est 

pressiun 



relation qui signilie que ej esl. pcrpendiculaite a e„. Mais, en dif- 
t'erentiant e„-= r , on obtient 



d'oii il resulte que ej est perpendiculaire a e„. On reconnait done 
que le vectcur ej est parallele a la normalc principale. 
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3 8 DES COURSES GAUCHES 

Le module de ce vecteur e t ant design e par — , on aura done 
la relation 

ih = -: "■'■■ 

6. — Determinons maintenant le module de ej, e'est-k-dire 
eulculons l'cxpression ve/-. 
Les equations de condition 

e l=, [«.|*']-o. [«.|*"]=o 

donnent par derivation 

D'apres les deux premieres egalites on re conn ait de nouveau 
que ej est perpendioulaire it la fois a e„ et ax', et que, par suite, 
il est parallele a x". On pent done poser 



i etant un nombre qu'il reste a determine] 
La troisieme esalite devient alors 



d'oii Ton tire 
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TORS/OX; FOIUIVLES DE FRENET 



La valeur de lit torsion devienl alnrs 

Nous choisissons le signe de la torsion do maniere que lc vec- 
teur e„' soit dirige dans Ie meme sens que le vecteur e%. II suffit 
done que, clans les for mules precedentes, on prenne lc signe 
superieur si \x* x" x'"~\ est negatil', ou le signe ini'erieur si ce tri- 
vecteur est pnsltii', 




Si done on cousidere le cube ayant comme aretes la tangente. 
lu normale principale et la binormale, on voit que les vecteurs 
de u et (£e„ prennent la direction de e,.. 

j. — La consideration de la courbure et de la torsion nous a 

I'oniliiLl au\ deux relations 



<(<■-, 



ilv 



v !a valeur de ~P . En dei 
as 

=±l [«.«.: 



de t _ r de, 1 IT de, "I 

Hi — ^IL"' Is }-\l <(» "•} 
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3o des cornm:. 1 . gacciii-.s 

ou, d'tprt. (F,) ct (F.) 

jj =± ~ [<.«i]± ^ i [«!«.: 

ou. nnalement 



''' - - - ^ ' ".- (F.) 



On reconnait done que le vecteur t.\ est parallele au plan e„e,, 
Les relations (F ( ), (F :J ), (F a ), constituent ce que Ton appelle les 
ormules de Frenet. 



g 4. — Courbure normale ; formula de Lancret. 

8. — Apres avoir etudie la courbure et la torsion d'une 
courbe en avant recours a rindicatrice sphcrique des tangentes 
et des binormales, nous examine rona la variation de la direction 
de la normale principale. 
<jAjXI U\ '!■)•' Nous appellerona courbure normale ou troisieme courbure 

j JAh^—H d'une courbe en un point donne, la limite du rapport de Tangle 
de deux norma) es principalcs inlinimonl voisines a I'arc corres- 
pendant de la courbe. 

Soit a le vectcur-unitc variable issn du point et determinant 
la courbe spberique des normales principales. 



Si l'on designe la courbure normale par - , on aura, par 

definition 

- =mod -± =V / » / i; 
v Us • ' 

dv = de^, 



fr* 



i-vTfT' 
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corniiriir; xormale: ronMULE de lancret .u 

Or,ona(F 3 ) 

_ =,_,_ - e.qz - e, 

et, par consequent. 

[de,, I rfej, T ii 
ds \ ds j p 2 T a 

La valenr de la courbure normalc a done pour expression 

Cette relation entre les troia courburcs est oonnue sous le nom 
de formule de Lancret. Elle intervient d'une maniere tres utile 
dans l'etude des surfaces reglees qui se rattachcnl a une courbt: 
donnee. 
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CHAPITRE II 



D E LA. T H E R 1 E D E S SUH I ' A C K S 
GENERALITIES; RELATIONS FONDAMENTALE S 



| 1. — Geueralites. 

(j. — Coordonnees curvilignes sur une surface. — Nous 
avons vu dans Vlnl.rodiic.tion qu'une surface pouvait etre repre- 
sentee par une equation de la forme 

.,■=/■(„,,.). 

Cette equation domic deux systemes de courbes situees sur la 
surface, suivant que Ton assigne une valeur particuliere a l'une 
on ii l'autre des variables it on v. Tout point M de la surface est 
determine si Ton donne aux par a metres u etc des valeurs parti - 
culieres u t et c i ; il se trouve ii 1 'intersect! on des courbea 

*■ = /■{„„,.) et r = f( ,;. 

Ces parametres it ct c out re<;u le nom de coordonnees cur- 
vilignes, tandis que l'ensemble des courbes coordonnees 
u = const, et c== const, s'appelle un reseau. 

Dans la suite nous supposerons toujnurs que, dans un inter- 
vals donne pour les variables u et c, la fonction /"est deter- 
ininee, iinie et continue, et que, sauf en des points parliculiers 
ou le long de certaines courbes, ellc possede des derivees pre- 
mieres, secondes el. troisiemes finies ct continues. 

io. — Element lineaire. — Designons par (II) les courbes 
[> = conat. le long desquelles le paramclre u est variable ; de 
meme soient (V) les courbes u = const, le long desquelles v est 
variable. 
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GENE11ALTTES 

Donnons itux parametres u et v des accr< 



nts du et dt>, et 
considerons les courbes [U) et (U,) pour lcsquelles c prend les 




valeurs constantes c et v -\-dp ; de la mfime maniere, soient (V) 
et (V,) les courbes correspondant a u el u -\- du. Le point M («,c) 
vient alors en W {u-\-du, p-\-df>). 

Lorsque la variable u seule varie, on a sur la courbe (U) on 

are MM,= d v x; on a do meme sur (V), pour it — const., un are 

MM s = d,.v. 
On a 



d u s = a 



• du 



,\r 



i. ■ . ,, d,r bx 

Les derivees partielles — et -- reprcsentent les vecteurs 

tangentiels aux courbes (U) et (V). 

(/element d'arc MM' est determine par la relation 



ds = 



noAdx = VdaX.. 



dp, 



En pusant, selon la notation de Gauss, 

m^ [sish m=^ 



FbuE. Geometrie 
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34 DE LA THEOIUE DES SURFACES 

repression ile l'l-lenient lineaire prendra la forme 
ds* — Edit' 1 -j- zFdudv -\- Gdv' 1 . 

Les quantites E, F, G, portent le nom de quantites fondamen- 
tales du premier ordre. 

Nous conviendrons que sur chacjne des courbes (U) et (V) le 
sens positif est eclui qui correspond aux valeura croissantes du 
parametre. Si nous representors par d u s et d^ la longueur 
des elements d'arc comptes sur chucune dc ces courbes, nous 



les ratines etant prises avoc 1c signe positif. 
D'apres l'exprcssion 



H\ 



on reconnait immediutement que les courbes (U) et (V] ne 
peuveot sc cooper it angle droit que si Ton a F = o. 

[ i . — Vecteurs-vnite e„, e„. — Pour faciliter les I'echerches 
. dx da.- 

nous remphicoiis les vecteurs langenticls — et r— , par les 

vecteurs-unite ob terms en divisant ehaciin d'eux par son module. 
Nous posons done 



wm 



vm 



En introdiiisaut les quantity s I'ondai! 



l/G 8f 



Ces relations permcttcnt de dctermim 
courbes (U) et (V) en un point doone. 
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GlimiRALlTES 




En effet, on n 






oo B . = K|., 


, L 8» fc J 
l/EG 


F 

" Teg' 


d'oii Ton d6duit 






l/EG — F' 
l/EG 


et tang».= 


i/eg— p 

F 



in. — Element superfleiel. — Consiilerons le quadrilatere 
forme par les courbes (U), (UJ, (V) et (V,). Nous pouvons. 
en negligeant lcs infmiinent petits d'ordre superieur, l'envisager 
comme nn parallelogramine. En appelant d<» cct element super- 
fleiel, on aura 

Le produit cxterieur I t— r- I dtfniit une portion (inie du 
1 l_ ou Oe J l 

plan tangent ; nous I'appcllerons ie champ tangentiel. Determi- 
nons sa valeur absolue, e'est-a-dire, calculons Fexpression 

I a,, i,. J 

ons lc vecteur n normal a la surface et 

|L a« «i> J 

E toj' 

relation determine! 

U"r=Ls to J =[ 57, J LtoJ-La7,|toJ 



A cet effet considei 

deiini pur 17'galiL: 



et, en appliquant une relation d6termin6e plus haut (//i(r. V), 



= KG — F- 
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3G DE LA TIIE0R1F, TIES SURFACES 

L'element superflciel a done pour mesure 

V 7 EG — F* dude. 

On parviendrait encore a cette expression en effectuant direc- 
temenl le produit 

<s<ssina. 

i3. — A l'aide du vecteur normal n on obtient facilcment 
['equation do la normale a la surface ainsi que celle du plan 
tangent. 

En deaignant par c_ le vecteur joignant l'origine a un point 
quclconque de la normale, il sullira. pour etablir Y equation de 
la normale^ d'ecrire que les vecteurs £■ — x ct n coincident; 

he, plan tauge.nl sera reprosemtc par l'equation 

t(t— )|»]-. o„ [«—>££]■=.>. 

i4- — Angle forme par une eourhe avec les courbes coor- 
donnees. — Soit (C) une courbe quelconque passant par un 
point do une M («, c) de la surface. Dcterrainons 1'angle forme 
par cette courbe avec les courbes coordounccs [UJ ct (V). Nous 
supposons que sur cette courbe on ait fixe le sens positif de 
I 'arc. 

L'equation de la surface etant x =f(u^ p), une courbe qucl- 
conque tracce sur la surface sera determinee si Ton donne les 
paramo tres a et i> en lonction d'une nouvclle variable t, 

« = tW -=+(')■ 

La substitution de ces valeurs clans liquation de la surface 
donne l'equation de la courbe (C) 

*=/!(<)■ 

Prenons, pour simplificr, au lieu d'une variable quelconque f, 
l'arc s de la courbe. 
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GENETIAUTES 



La direction des tangentes aux courbes (U), (V) (C) est 
determine e par les vecteurs -unite. 



En appelant 9 Tangle forme par les vecteurs e„ et ~j— , 
ura 

co L e "| rfs J - /E L »b K a« Js + o7 ,77 ^ J 



0= ' ( E ^+F^ 



do ii nc 

sm 9= ^G— F* * 

Ponr le cos des courbes coordomiees rcctangulaires (F = oV 
on a s implement 

iJ- — Conditions d'orihogonalite de denx courbes. — En- 
visageons maintenant nne seconde courbe (C) passant par le 
point M et determinons la condition d'orihogonalite des courbes 

(C) et (C). 

Soient dx et ox les directions des tangentes menecs en M res- 
pectivement aux courbes (C) et (C').Il faut que Ton ait 

[dx\ox] = o, 
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38 DE LA TUEQIilE DES SURFACES 

En effectuant cette multiplication on trouve pour la condition 
d'orthogonalite la forme eonnue, 

Edutu -+- F (duSc-i-dvhu) + Gdvw = o. 



16. — ■ Reseau isotherme. — Etant donne sur imc surface 
un systeme orthogonal dc courbes coordonnees, on dit que ces 
courbes forment un reseau isotherme lorsqu'elles diviaent la 
surface en carrcs muniment pelils. 

Soient 

dj:=tfE da d^ = ^Gdv. 

les elements d'arcs comptes sur les courbes coordonnees. 

A des accroissements 6gaux de du et de dv, doivent corres- 
pondrc des elements d'arcs egaux, done d ll s—=d vi s. II faut done 
que l'on ait 

E = G 

e'est-a-dire 



l^HMT 



Telle est la condition pour que 1c systeme orthogonal des 
courbes (U) et (V) forme un reseau isotherme. 
L'element lineaire prend alors la forme 

Nous n'examinerons pas ici la determination d'nn parcil sys- 
teme ; fa methode vectorielle ne modifie guere 1'oxpose que 
Ton trouve thins les trait.es consacres a la goometrie des surfaces. 



§ 2. — Relations fondamentales. 



17. — Forme fondamentale du second ordre. — L'equatio 
d'une surface etant domiee sons la forme x=f(u,<>), not 
avons, dc la diU'eientielle premiere 












dp, 
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RELATIONS FO.\D tMKXTALES 3g 

deduit la forme, fond a men talc du. premier ordre 

ds 2 = Edu* + 2 Fdudv + Gdo*. (1) 

De la miime maniere la differentiellc seconde d 3 x nous con- 
rkiira a la forme fondamenlale du second ordre. 

Mais, mtroduisons d'ahord le vccteur-tniite e., normal h la sur- 
face au point consid<5re ; grace a ce vecteur les qnantites fondi;- 
menl.ales du second ordre so preterit a line interpretation geo- 
inetrique immediate. 

Nous posons done 

"•= S^ = j£f' 

etant donni'', par definition 

| La« &« J' 

le module de n est, d'apres le n° 12, donne par la relation 
«! = EG — F*. 
Cousidcrons mainlemmt la differentiellc du second ordre, 

d 2 .c , , d*x , , d\v , , 

(£.V= — -, da + 2 T— -I- dtll(V-\- rr— ; dv. 

o« a auov oc- 

u et v etant envisages comme variables independantcs. 
En multipliairt les deux memlires par |e„ , on a 

[a. i «j = [ g | «,] *■■ + = [ S [ ..] *■* + [ % j «.]*'. 

et, en posiiut 

D=r-S-|4 D-=r/fL,i, D»=r|f.i«,i, 

on pourra ecrire 

[<P;c|<| = Drf«* + aD'tfa^ + DW. (II) 

On recommit aisemeiit line le premier membrc represents la 
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composante normale du vecteur d*x, et que les vectcurs D,D',D", 
cor reap ob dent aux composantes norm ales ties vecteurs 

i> 2 s d 2 .r olr 

dir ' dudv ' <V ' 

L'expreasioD (II) conserve la meme forme si les variables 
u et c, au lieu d'etre indepiiiidnntes, sont fonctions d'un meme 
parametre s ; en effet dans ee cas les coefficients 



i" $x I "i r fcc i "I 



cles tormes en d''u et d'H' sunt, mils en vertu de l'orthogonalite du 
vecteur e v par rapport aux directions — , — , On pent done 



t <(»' | J 



2 iv i/u ih< -\- \y df- 



i" 



Le second membre de l'equation (II) porte le nom de forme 
fondamentale du second ordre. L'etude des formes (I) et (II) est 
d'une importance considerable dans la tbeorie des surfaces. On 
m outre que les coefficients E,F, G,D,D',D", ne sont pas inde- 
pendants les uns des autres, mais qu'ils sont lies par des equa- 
tions etablies par Gauss et Codazzi('). 

Nous nous bornons arappeler ici le resultat vemavquable etabli 
par Gauss d'apres lequel I'expression DD" — I)' 3 pout etrc expri- 
mee exclusive merit en fonctions de E,F, G et de leurs der 

18. — Les dift'erentes expressions de D,D',D". — Le 
ditions de perpendicularity 



r ^ r i r to i i 



r ft** II r to 

I" d\t; I l_ra 

La«o* |M~ La 



>c l r Vx_ i t _ r a 
hi r L oTmw r v J L e 

ile I f uV | "1 V to 

57 J' la? e- l = — lit 



1 ir J' 



(') Coiiiiiller Daubuux, 77«.Wc »ir, 
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RELATIONS FONDAMEfiTAl 
i Ton deduit 

" hx I 6e u ~| f dx I be. 



[dx I de, ~| r 3x' I oe w j 
5; I tej = |.57, [ to J' 



On a done pour los 'pianlhes [wuluiiwiila.h's du second ordre 
les expression* snivantes : 

/ n r b ' x 1 "i r ir 1 "'■ ~i 

m »=[&|.]=-[£|£]=-[£|£]- 

ou, si Ton inlrodtiit le vocleur normal /i, 

•/a Lob- I J V 'S Lo«' 8» or. J' 

i n- — — r — 1 i— ' r a ' j — — i 

C"") 1 i/a Lo«de "J — i/„l |.5«8i. 8» 8e .r 

|/S I. oi' 1 I I V 'S 1- °«* 9a 8e J 

10,. — Derivees premieres dee,. — Determinons les expres- 
sions de — - et de — '■ on lonction des drrivrrs premieres de x. 

8« 8e 

ct des coefficients des deox formes fondamentales. 

De Tegaiite e v -= 1 on deduit 

de., de., 
relations qui cxpriincn! qm; les vcctoiii's — , — sont perpen- 

dieulaires au vecteur normal ; on peut done les exprimer an 
, . , dx dx 

liinvcii ties veeti'iirs liiugenliels -■ , - — , en pusuiil. 

\ «« »,, • 80 
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k,k',l,l' etant dcs couffioienl.s a determiner. 
En multipliant ehaquc terme par — on a 

La« | a* I Vim | in J + L «" I in 1' 

La.. I a»J~*La« I a»J + 'La,. | ,i„ J' 



— d=a-e+;f 


— D' = *'E + i'F. 


I'.n operant avec — , on aura 
1 | ac 


it dc meme 


— D' = A-F+iG 


— D" = i'F+i'G. 


On obtient ainsi lcs valeurs 




/ , FD' — GD 
) — EG — F" ' 


I'D —CD 
EG — F" ' 


FD— ED' 


„ FD' — ED" 


! EG — F" ' 


— EG — F" ' 
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CHAPITRE III 

DE LA C0U1UJUUE E)liS COUIUiES TRACEGS SUR UNE SURFACE 



§ 1. — Th^oreme de Meusnier. 

■iq. — Nous allons eludier hi courburc dcs eourbcs traeees sur 
line surface et passant par l'un do ses points M. Soit 

a: =/■(„,,) 

1' equation dc la surface et (C) l'linc de ces courbes. Celie-ct est 
definie si Too donne //. et v en fo notion d'une variable indepen- 
dante, que nous supposerons pour plus de simplicity ctre I'arc s 
de la courbe. 

On a, pour lo vectcur tangentiel de la courbe en M. 

i.lx dx du u.r dv 



Designons par l'angle que fail la direction e-, de la normale 
principale a la courbe avec la direction e, de la normale a la sur- 



Si Ton represente par p lc rayon dc courbure de (C), o 
d'apres la premiere for mule de Frenet [n" 7), 

de a e-,. d*x = ej 

ds p dx* p 

M.nlLipIions les deux membres de la derniere egalite par 
L if p ] - f • 



,GoosIe 



44 ve r.,\ couiuiuiiE dxs conusrs trackf.s sen uxe surface 
et tenons compte de la relation (voir 11° 17) (II') 



l~— I 1- 



" ds* 



nous obtcnons a 



i hi for mule fondamenlale 
D du 3 + a D' dudv + D'' dv' 



Ed 



'i F ^»t?c -|- G rfc' 



(i) 



On constate d'abord, qu'en un point d'nne surface, une courbc 
quelconque passant par ce point a meme rayon de courbure que 

la section plane deter mince par le plan osculateur a la courbe. 

La formule (I) conduit immediatcment au theorerne de Meus- 
nier, d'apres lcquel on peut ramener la recherche de la cour- 
bure descourhes passant par an point a cello des sections normales 
passant par ce point. 

Knvisageons done la section contcnant la normalc u lu surface 
et la tangente a la courbc considerec ; e'est ce que I'on appelle 
la .section normala. 



La courbure 

posant cos8 = = 



de la 



urbe j 



si detcrm 

relation 



s'obtient 



On voit ainsi que le rayon 
est la projection sur le plan 
bure de la section normale ayant mei 
theoreme de Meusnier. 



courbure d'nne section i 
ctte section du rayon d. 



que 

t la le 



21. — Signe de la courbure. — Nous somraes ainsi conduits 
ii introduire un signe pour la courbure. Nous convieudrons qu'en 
un point domic la courbure d'une section normale est positive si 
les vecteurs ej. (normale principale) et e, (normale ii la surface] 
sunt diriges dans le memo sens (') ; dans le cas contraire la cour- 
bure sera negative. 



n> iv (Introduce). 



HK£] 
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COVRHURE DES SKCT/O.YS PIUXCIPALES <ji 

La courbure - d'une section normnle x = f{s) est donnee par 



r d}x 1 -1 



1' expression 

§ 2. — Courbure des sections principales. 

22. — Sections principales. — On sc trouvc ainsi nimene a 
I'etude de la variation du rayon de courbure d'une section nor- 
male dont lo plan tournc an tour do la normale au point con- 
sidcre. 

Deter mmons les sections qui correspondent an maximum et 
an minimum de la courbure ; elles portent le nom de sections 
principales. 

Pour une section normale on a 

H£h] ™ ?=™- 

Mais en derivant .liquation |V|e. J ] = o on a 
lx"\e,]+[a:'lei]=o; 
l'cxpression de la courbure devient done 

1 =-[*-!„:]. (ii) 

Posons, avec M. Gthssiiihiui (Pro^rainiii.c, \>. ;13), que hi varia- 
tion de la courbure est nulle, 
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46 be la coviuivni: lies coi.iuius tiiacees SUIt UNI- SURFACE 
Si Ton remarque que pour touLe rotation autour cle e., on a 
8e v == o et par consequent Ze'., =o, 
on aura simplement 1'equation 

Pour obtenir S.r' il sul'lil de eonsulurer les relatio 



in, 






•.]+[=• 



;t, puisque Ze.,= o, la derniere equation se z-eduit a 

[5z'| e ,] = o. 

On reconnait done que hx' doit etre perpendiculaire a la fois 
i x* et a e„ ou, ce qui revient au meme, parallele au vecteur 



Soil f la 



ion gu. 



i par consequent 



=*[[*'«.]. 



(.'equation de condition (111) devientaloi 
[x'e v e./] = o. 



(iv; 

L'interpnUatian gcomdirujtfe de ec rcsultat est immediate. En 
effet, on peut ecrirc 

[<fae,(,s v + <ie,)] = o, 

ee qui vent dire que, pour une section principale, la normale e,, en 
un point x d'une surface et la normale e y -\-de^ en un point infi- 
niment voisin x -j- dx se trouvent dans un meme plan avec 
l'element dx. 

Si, de plus, on remarque que les vecteurs e', ef x' sont tous 
deux perpendiculaires a <;,, il est evident, d'apres ce qui precede, 
qu'ils doivent etre paralleles ; 1'equation (IV) se reduit done a la 
suivanle 

[z'e,'] = o. (v; 
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counrtrnE des sectioxs piuxcipales > yl 

Ecrivons la condition de parallel ismc des deux vecteurs e'., et x' 
sons hi tonne 

ijl etant un facteur constant. Pour determiner ce facteur, multi- 
plions chaque membrc par \x' nous uurons 

[«,' |* ']=(t [.■•!*'. 

et en vertu de l'equation (II) 



linai tout displacement s 
i par la relation 



a3. — Directions principales. — Nous allons montrer qu'en 
chaque poinL d'une surface il existe deux sections correspondant 
aux maximum et minimum des rayons de courbure. Les tau- 
gcntes aux sections principales determinent ce que Ton appelle 
les directions principales an point considoro ; tandis que le,s 
rayons de courbure correspondanta portent Ie 110m At rayons de 
courbure principaux. 

Detcrminons d'abord les directions principales. 

L'equation (VI) pent etre niise sous la forme 

de, de i / dx , dx \ 



En multipliant chaque terme par — on obtient 

Din -f- D'* = - (Erfn + F*>). (VII') 
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48 de la couitm'ju: des cor hues r/na : :F.s sen r\r .surface 

I O.r 
On aurait do la mcme maniere, en effectuant I' op 6 ration ~ 

Q'du + Wdv = - (Frfa + Gdv) . ( VII") 

En eliminant p entre cos deux equations, on a 
;FD" — GD') dt>* -f- (ED" — GD) dudv + (ED 7 — FD) ^« 9 =o. (VIII) 

Cctte equation etant du second degre en y- il existe done, en 
general, deux directions principales en uu point donne d'une 
surface. II n'y a d'exception qu'en certains points isoles, appeles 
ombi'lics, pour lesquels tous les coefficients de cette equation 
sont nulsj e'est-a-dire pour lesquels on a 

E F G 



Pour ces points, generulcmcnt en nombre limite, les directions 
principales sont indeterminees. 

24. — Hayons de courbure principaux. — L'elimination 
de y entre les deux equations (VII') et (VII") conduit ii l'equa- 

(DD" — D") f — (GD — aFD'+ ED")+ (EG — F 1 ) = (IX) 

qui donne les deux rayons de courbure principaux an point 
considere. Si ce point est nn orabilic, l'equation (IX) a ses 
racines egales, aiusi qu'on peut le montrer au mnyen d'un calcul 
tres simple. Si Ton tient compte de l'equation (I) on recommit 
aiscment qu'en un pareil point le rayon de courbure conserve la 
meme valeur, quelle que soil la section normale, 

Nous allons etablir pour l'equation aux rayons de courbure 
principaux encore une autre expression en partant de l'equa- 
tion (VI) raise sous la forme 

be, be, 1 / to , to \ 
— - du-\- t- «** = t~ du-\- — dt>) 

OK OP p \ 0« W J 

dout nous avons d.eja lait usage plus haut. 
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COVLiBURE DES SECTIONS PR1NCIPALES 4g 

On pent ecrire 

V ? o'i On. I \ p dc dp y 

d'oii il resulte que les deux vcol.ei.irs rfijiresentes dans ces paren- 
theses sont paralleles. On a done 

on, en eft'ectuanL ropet'ation indiquee, 

r 9s ij 1 I ([" a* ie, "II 9a, <te "I I I .file. Be. "| _ 

L a., a,. J P ' + (La» a*. J + L s« a* I j P + La»F> J "■ 
r- n • t . ira^ a^ "I 

n,n multipliant ehaqu.. levnie par « = — — I on a 1 equation 
cheronee 
, i l[ a.,: Ill, "I I Be, a,« lli (" Be, ite, | 

Design on a par p, et p a les deux rayons do courbure princi- 
paux, et par s, et s s les arcs des sections pHneipales. L'equa- 
tion (VI) 



se decompose alors dans les dei 



Retranchons ces deux equations 
avoir multipliees respectivement par — et — , il vient 

D'aprcs une condition exprimSe plus haut (n° 18) le pr< 
Fehr, Giomitrie infill. 4 



Oe„ i da; 

ds a p a ds a 


(XI) 


ibre a membre, apr^ 


is les 



,Google 



5o be la coriinruK des coriun-.s tiiaceks sen c.\E sehfacf. 

membre doit etre nul ; on a done, en tout point qui n'est pas 

oinliilie. 



[£!£]— < XII > 



ee qui signifie que les dv.ux directions prinei.pales sunt perpeadi- 
vuUiira.s enl.re files. 



§ 3. — Formule d'Euler. 

a5. — Exprimons maintenant la courbure d'une section nor- 
mal e quelconque au moyen des rayons de courbure principaux 
Pi et p,. 

On a (n° 22, II) eu desigmuit pars l'arc d'une section normale 



[dx I de„ ~| 
rfs I ^T J' 



:ipale; 



r _ I" / Ox ds { dx ds^ \ I / de, ds t de., d.s., \ 
- __ ^ — jj. + _ — j|^ — — + _ _ j 

En edectuant les calculs et en reduisant ('), on obtient 
1 — _T — I 111 ~\('^±Y—\—\ ^ If— 'V 

p — — L oT; I da, J WiJ 1 a*, ! ds, J I & y 

7 = s(S)" + s(S)' 

Appelons to Tangle forme par s et s, e'est-a-dire posom 



[') Le coefGci. 
IXII). 
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FOB MULE D'SULEB 

L' expression de la courburc prend alors la ] 
- = — cos i <» -f- — siir m, 



is le nom de formate d'Euter. 
On parvieut encore a cette formule en suivant uoe autre voie. 
Prenons conime point de depart repression (I) (11° 20) ; pour la 
courburc d'unc section nor male cllc devlont 

1 Ddn i + 2D'dadp-\-H"d^ 



18, III) 



r to I «x 1 _r to I a* -1 __r 5* \^i 

I a*, I us, J l_ bs. 2 I ds, J* L ds, 1 ds s r 

on introduit les expressions 



L 'express ion de lu eourljure devient 

Ci / dv \- 



et, puisqu'on a (11" 1 4)-, 



obtiendra finalement 
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a be la court/inn: nns cor hues rii.tc/ivs si/it une surface 

On deduil de cette formal e que les rayons de courbure p 

t p' de deux sections noimales reetangiilaires salisfont a lit rela- 



ce qui revient ii dire que la somme dea couxbures de deux sec- 
tions normales rcctunguluires est constantc en un point. 

Rr.jiAitoiiE. — Quant a la discussion des rcsultats obtemis dans 
co chapitre , on la trouvc dans Lous les traites consaeres a 
1' Analyse et a scs applications geomelriques. La methode vec- 
loi'ielle n'y apporte guere do modification. 
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CHAPITRE IV 

DE LA COURBURE DES SURFACES 

a 6. — Definitions. — Dims ce chapitrc nous appliquerons la 
niclhode de Gnissnuuin a 1'eUidc dc la courbure d'ime surface en 
un point donne. 

La notion de courbure d'unc surface pcut etre envisagee ;i 
differ ents points de vue. Nous l'exa mine runs d'abord sous les 
deux formes generalement employees, a savoir : i" la courbure 
totale ; 2° la eourljure moyenne. Nous consacrerons ensuite un 
paragraphc a la notion importante de courbure moyenne qua- 
d.eatique, d'apies Casorati. 

Nous avons vu, d'apres la formule d'Euler, qu'en un point 
d'unc surface la courbure dune section normule s'exprime a 
I'aide des rayons de eouebure principalis o, et p„. Suivant la defi- 
nition que l'on adopte pour la courbure d'une surface on se 
trouvc conduit a telle on telle fonction dc p ( et p 2 . 

On appelle courbure loU/lc en. un point d'une sue lace hi quantite 

tandis que la courbure moyenne d'uiie surface en uri point est 
defmie par 1' express ion 

I /equation aus rayons dc eom'bure principalis (n° 2ZJ> X) 
lournit immedialemeut les valeurs 



[ n mrA 

c = a (L Ha if J I- H« 
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54 HE LA COURBORE DES SURFACES 

La courbure moijenne quadratiqtte est caractorisee pa: 

pi'i'F^ion 



;nr 



§ 1. — Courbure totals. 

zj. — La no lion do courbure l.olalc est due li Gauss. Elle doit 
etre envisagee comme une generalisation de la definition de la 
courbure des lignes planes. 

Si, dans le plan d'une courbe plane, on consider? tin cercle de 
rayon i, et si, par le centre de ce cercle, on mene des paralleles 
aux normales ii la courbe, Tangle de deux normales sera mesure 
par Fare de cercle limite par les rayons qui Ieur sont respeetive- 
mont paralleles ; on entendra par courbure do la courbe en n« 
point donue, la quanlile C definie par 



s etant Tare de cercle correspondant a laic iniiriiinent petit $ 
pris sur la courbe. 

Considerons maintenant sur une surface une eteudue v limiloc 
par une courbe fermee et comprcnant le point donne M. Si par 
le centre d'une sphere de rayon i on mene des paralleles aux 
normal ea de la surface le long de ce contour, on determine™ 
sur la sphere une courbe egalement fermee et limitant une 
aire <f . Nous appellerons courbure lolale de la surface au point M 
la quantite C, definie par 

C, = Hm -•. 



Nous allons montrer que oelte limile est preeisement egale 
piodiiil. des courbures priiielpales. 

En effet soiL rfS le rectangle elemeMaire MM^M'M, donl 1 
cotes MM j =d s :r et MM = d u x sont. diriges suivant les dire 
lions priucipales en M, On a pour eet clement superficiel 



^ = [^,,^,1] 



dZ =1 r~ ,— \ds.ds,. 
L os. i)s s J ' i 
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COURBUBE TOTALE 55 

Si Ton designe par da la valeur de I'aire dH, on aura [Intro- 
duction, V) 

dtj =V 'i- ds t ds t ^ 

n etant defini par 

A. l'clemcnl, superficial f/S correspond sur la sphere de rayon i, 
mi rectangle elemeiiLaii'e </!]., determine par les rayons menes 
par allele ment aux normales e, en MM,M'M, el represents par 
1'expression 

•i-A ¥■ £ W»- 

1_ ds, os 2 I ' - 

Mais j puisque les arcs sont eomptes suivant les directions 
principales, on a (n° 24, XI), 

Be„ _ i !>..■ Be, _ 1 &r 

o7 _ _ pT Os ' " 9s, _ _ J, ds s ' 



1 1" 9..: fcr "I , 



Pip 

et, si Ton designe par da \a valeur de I'aire (£E , on obtiendra 

D'ou il resulte, en adoplant pour la coiirbi.ire [otule la defini- 
tion donnee par Gauss, 



28. — ■ Deter tni nous main tenant 1'expression de la courbu: 
loiale en fonction de x et de ses derivees, 



etant I'eqnation de la surface. 
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56 DE LA COVBBVRE DES SURFACES 

Nous appliquerons encore la definition de Ga 
laisserons de cote la consideration particuliere 
principales. 
Soit done 

dS=| ™™ \dudv 






l'element snperficiel en mi point M de la surface. Si Ton reprt 
sente par e., le vecteur normal unite en M, on aura, au point co: 
respondent sur la sphere de rayon i, rel6ment snperficiel 






La valeur ds de ['element dZ a pour expression 

rfu^V/i- dudf. 

Pour obtenir la valeur <fa„ de l'element rfS„ nous appliquerons 
le second procede indique dans VJiitrodiuUion (n° V) et d'apres 
lequel il suffit de multiplier le biveeteur considere par le vecteur 
normal unite. On a done 







<*»,=[ o. 


fe v Be, j 

« V" 


■.rfc. 


•bu 


re totaU 


est clone 


re pre sente 


e par le 




c, 


da. 

~ IS ~ 


j da, de. 


1 


re: 


mpl.ee 


le premie 


f vecteur pi 


ir u vale 



I dw op J 



i 1' expression (n° 26, I) que 
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COURBUBE TOTALS 


5; 


obtenue au n 


oyer 


de 1' equation mix rayons de 


courbure prin- 


cipitux. 








3 9 . - Ran 




is l'expression precedente a 1 


formc donnee 


par Gauss : 




DD" — D' 3 




A eel; effet, 


remi 


lacons 11 par sa valour 





I d» ov j 6k 07 I 



.'IV. 



En appliquanl. uue propriete dew determinants [fntroduclioi 
VI), on pourra ecrire 



d'oii l'on deduit, en tenant 
(„« ,8, 111) 



-D' 



d£ 1 de, "I r fa j de, "I . 

Oh I 3c I I 3? I Oc J j 
pie d 



relations londai 
DD" — D' 2 



-D" 



Cette expression pent, 00 mine on sait, etre expi 
ment en fonction de E, F, G et dc lours derivees. 

3o. — Appliquons ee qui precede ii la detern 
courbure tot ale <Cuiui surface, riiglee. 

Une pareille surface peut etre representee par l'oquation 



ee uniquc- 
tion de la 



•=»(»: 



..(«), 



iVI. 



dans laqucllc y {it) determine la directrice (C), et e a (u) le vecteur- 
unitc qui fixe la direction de la generatricc (g) passant pur un 
point P pris sur (c). 
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BE LA COUimURE UFS SURFACES 



Ainsi lcs deux systems: 
.= const., les generati'iei 



eourbos oooi'donnees soul, pour 
I'd IligneB; pour e = const. , des 




ourbos telles que ebaeun do lours points soit distant du poir 
orvcspondant pris but la directrice dVme longueur const ante t 

Nous deteriiiiiiei'ons C, au moyen dc la formula (V), 

[.'equation dc la surface donne 



to 



dy 






■==«.(«), 



h\" 



\|iirssLini 

r I ii'j 



ILoo if J I t\(/» + du I l 



If ?«■(»'! 



^e_ tt 



,,»,], 
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t OVHKVHK MOYENNE 

et d'autre part 

(V.r _ de. 

a« 3p ~~ «/« ' 

L'expression D' devient 

de a dy 



n/ L_ f <*«. < V "I 



! totale d'u 



1/ 



rf« rf« . 



Une surface reglee est elite dAveloppable si en chacun de ses 
points la courbure totale est nulla, e'est-a-dire si son equation 
satis fait a la condition 

(/interpretation geoiinHriqife de cette relation est immediate, 
Ecrite sous la forme 

-<,,{>. + d«,)d,,] = o, 

elle raontre que les generatrices menees en deux points infini- 

mnnt voisins y et // ~—dij soul dans 1111 merne plan. 

II est aisc de reeonnaitre ('), en disculant par exemple l'equa- 
tion (VII), que, dans le cas particulier ou la courbure totale est 
nulle, la direction e a des generatrices reste tangente a une 
courbe tracee sur la surface et appelce anka de rebiousseinent de 
la surface developpable. 



irbures de deux 



31. 
ii un 


§ 2. — Courbure moyenne 

— La courbure d'une surface pent eii( 
autre point de vne. La sominc des c 


(' Vo: 


if GmsfMASs fils, Programme, iNiB, p. Sn. 
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DE LA COURHUUE DES SURFACES 

. normaleH rectangulaires etant constanlc ( 
point, on peut prendre cctte constante comme in 
courbure clc la surface. 

Si Ton represente la courbure raoyennc par C,„, c 
nition 



apardefi- 



--Ms + s)- 



Nous avons donne plus haut (n° 26, II), l'expression de la 
courbure moyenne en la tirant de I'equation aux rayons tie cour- 
bure principalis. 

Nous allons montrer comment cette expression petit etre 
ramenee a la forme ordinaire conlenant les quaiitil.es fondamen- 
talcs E, F, G et D, D', D". 

Soit done 



i\<- 



oc J 



I'evpression a transformer. 

Considerons tl'abord le premier tcrmc du numerateur. Oil ■ 

I T il.r O.r "I 
en reiiiiilacanl 11. n;ir ; I ■ 

1 L {) " to A 



uc I 



j" hx da: j O.r tie, "1 



en appliquant tine propriete ties determinants deja employee 
plus haut, le second membre peut etre mis sous la forme 



ou, en tenant < 



r dx I i>x "1 r dx I dx | 1 
1 oh I M \ I & I bTi J 

SU I a? J |_ B7 I 57 J | 

pte ties relations limdameiiL; 
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( unuirni; moyex.xe 
On aurait de memo pour le second tcrme 

["ir^] = -« GD - FD 'l- 

L'expression (')de la courbure moyenne devient 
r _ 1 (GD — a FD' + ED") 



Gas particular. — La courbure moyenne est nulle lorsquc 
les deux courbures prineipales sont r>g;iks ot opposecs. Les sur- 
faces dont la courbure moyenne est nulle en chaque point 
portent le nam de surfaces minima. Sur une pareille surface 
1*6 1 endue limitee par un contour ferine donnc est im minimum 
par rapport aux surfaces tiifiiiirnent voisines passant par ce con- 
tour. 

On voit done que si x=f [u, c) rcprescute une surface minima, 
la function x devra annuler le numerateur de l'expression obtcnue 
pour la courbure moyenne, e'est-a-dire verifier l'equation 
differ en ticlle 



tl 



■ flff, (V ■ 

b« 37 J ' I a« &v 



Rceip implement il est aise de montrcr que loutc surface 
d'etendue minimum et limitee par un contour donne possedc 
la propricte qu'en cbacun de ses points la courbure moyenne est 
nulle. 

En effet, considerons une portion de surface (a) limit.ee par 
un contour ferme (C). La surface etant donnec par l'equation 
x = f{u, c), on aura, pour un clement superficiel pris sur (tr), 

ds = r fa fa J dud ^ 



, _ r fa: fa 
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1 DE LA COLliHLHH DKS SriU'-LCL^ 

Pour obtenir la valeur de l'aire, il suffit de joindrt 

curs 7-— — , le vocteur normal unite <:, [Introil. ii° 



L'aire v sera d> 



'-|>g £]** 

iiinoe par l'intcgralc double 

*-//[*££]**■ 



aux points 



e (.endue a toutes les vuleurs de «, c, correspoi 

a.(.). 

Pour que la portion d'aire limitee par la courbe (C) soit un 
minimum, il l'aut que la variation premiere 2<r soil nullo. 

En appliquant les principes du calcul des variations, l'expres- 



-'//US]**. 



■nduit a la condition (') 
das be 






On retrouve done la relation qui exprime que la courbure 
nioyeiine est nulle en chaque point de la surface. 

§ 3. — Courbure moyenne quadratique, 

3a. _ Dans le cas oil l'une des courbures (G, ou C m ) est nulle, 

il y a une sorte de contradiction entre l'idee commune que l'on 
se fait de la courbure d Line surface et la definition mathema- 
tique adoptee. 

On a done ete conduit il introduce pour la courbure d'autres 
functions des rayons de courbure prineipaux qui ne s'annulent 
que pour le cas du plan. 



{') Pour le detail de la I 
il. Gh.issmann' fiis, et a 

Bulletin des sciences math, 



<■ ;.s v ;j d.: 
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■ MOYENXE QUADRATIQUE 



Nous exam inert) us ici la (miction reniarquable etudice par 
M. C as o rati (') et qui porte le nom de courbure moyenne qua- 
dratique, selon la denomination proposee par M. d'Ocagne [ r ). 

M. Casorati adopte encore comme mesure de la courbure en 
uu point M, la limite du rapport 



> dc l'ii 



aire de la calotte it 

L'aire a de la calotte est celle d'uii cerclc dc rayon inliuiment 
petite trace autour du point M de la surface. Ici l'image n'est 
plus l'image spheilque d'apres Gauss. Elle s'obtient de la ma- 
niere suivante : suv cliaque rayon du cei'cle e, on porte la lon- 
gueur de Tare du cercle de rayon i nicsuraut Tangle que la 
normale a la surface meiiee a l'exti'emite de ce rayon fait avee la 
normale en M. Soit tr l'aire comprise dans le contour innniment 
petit ainsi obtenu. 




Soit P nn point qiielconquc du cercle de rayon s. Designons 
par e, et e, -f- de., les vecteurs novmaux ii la surface en M et en P. 
Leur angle, corapte suv 1111 cercle dc rayon i, aura pour mesure 
mod de.,. 

On porte done ii partir de M, sur le rayon MP, line longueur 

m=\/dej. 
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de la couttitunr. nr.s <;i;rfacp:,< 



Nous suppose rons pour si.mpliii.cr que dans ['equation de la 
surface x?=f(it, p) les variables independantes it et v soient 
telles que les accroissementa du et di> soient pria suivant les 
directions principales en M ; autrement dit, nous admettrons 
que it. ct c correspondent aux lignes do courbure. 

On aura done (11° 24, XII) 

3e v 1 dx de., 1 bx 



et ['expression (1) devicnt 

, Si 



On en deduit, en tenant eomple de rorlliogonalite de; 



a designanl I'angle que Ibrmc le rayon e avec fit), 
II s'ensuit que 

Evahions maintenant les aires t et a a . Nous aurons, 
ployant les coordonnees polaires, 

" = - I" IF (fa = i /" i" da =im". 

*• = j X'" "^ ''' /= ; ■' X'" ( ™=r + !i r9 " 
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curiuicKi-: Movi-iwi- qi;,U)P,mique &; 

D'oii il results pour le rapport eherche la valour remarquable 

On se trouve done bien en presence d'une fonction qui ne 
s'annule que si les rayons p, et o 2 sont tous deux infinis, e'est- 
it-dire seulement pour le cas oil la surface consideree est nn 
pl„n. 

La courbure nioyenne quadraiique est Hoc a la eonrbiire totale 
et it la coui'liiire moyenne par la relation simple. 

„, c, + c, 
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CHAP IT RE V 



nxES tr,u:i:ks sun um; sl'rvace 



Systemes conjugues. 



33. — Deux families de courbes tracces sur une surface for- 

mcnt nn rese.au conjugal' lorsiiue Jos tjuadrilateies infiuiment 
petits limiles par les courbes dn sysLeme soul plans. Cela revient 
ii dire que, si en deux points infiuiment voisins M, M, pris sur 
line courbe de l'line des families on mene les tangentes aux 
courbes de l'autre famille tracees par ces ]>oints, ccs deux tan- 
gentes sont dans un incline plan avec l'element M M,. 

Considerons done le quadrilatere infiuiment petit limite par 
les courbes h, u -\- drt, e, 9 + dp, ct prenons les points M et M, 
par cxemple sur la courbe it = const. On a pour le point M i 



b$ 



<h>. 



Les tangentes en M ct M, aux courbe: 
minces par les vecteiirs 



- de sont deter- 



Ces deux v 


lICECUl'F 


cloiv 


2nt 


6 tr- 


■lement M M 


„ e'est- 


i-diri 


: m 


ee 1 


■ lidition 














L «« 




ox, 
0« 



iinc plan i 
; on a dom 
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SrSTIlMES COXJVCUKS 

si I'on remplacc y- 1 par sa valeur, on obtient, aprt 
tion tros simple 

Oil "iV oTuV J ~ °' 
ou, en vertii etc la notation adopl.ee (v. n° iHJ 



C'cst V equation c.aracteristique (Vim nhc.au conjugne. Ecrite 
l'aide duvecteur normal unite, elle prend la forme 



[- 



5Sv 



Si Ton l'iippi.'oohe ccttr; oqiuition des conditions do pei-pondi- 
ularilo 

r i ** "i , r I ir 'i 



s. On peut done eci'ire 



-B («,*■) - 



Ainsi, les courbes cooi'donnees (h) et (V) forment sur la surface 
:v = /'{(/, c) tin sysleme conjugne, s! la fonction x satisfait ii cette 
equation aux derivocs parLielles clu second ordre. 

34- — I--es courbes consignees jouissent de la propriety sui- 
vantc : 

Les generatrices de la develop/ial/le engendree par les plans 
tangents menes le. long de. Viiiic, des couches son! langenles aux 
caurbes conjugates. 

En effet, nous savons {n° 3o) que pour qu'une dioite, dirigee 
suivant le veeteur e a (v) et s'appuyant sur line courbe y (c), engen- 
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US DES I.IGXES Til Hl/iES .ST.7? UiXE SURFACE 

tire une developpable, il faut que le second membre cle liquation 
de la surface 

verifie la condition (n° 3o, IX) 

<&V dy 



[*m£2]— 



Ici la fonction ?/ (c) correspond a x=f(u, p), « etant suppose 
constant; tandis que e„ (i>) est latangente a la courbc # = f{it,v) 
pour i> const. On a done, d'ime part 



dy dx 



et, d'autre part 

».M= 



V[r 



L't Vequation dc condition devient. apivs reduction, 
r 5a: fl t dV 1 1 

equation qui caracterise les systemes conjugues, 
35. — Reprenons l'equation (II) 

En dei'iv:mt lus ('ijuutiotis 

r I Sin I fa] 

respectivement par rapport ii v el a ?;, on obt.ient 

vie, IJj-l f I W»_"l_ r^-l^l.f 1 — 
[ iV | to J + L I ««*< J L <>« I «<' J L I <>»«<> 
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implement 

r 9e v J dx I _ 



He., I dx "I 



i]V- 



Si Ton adopte pour les differentielles suivant les deux direc- 
tions conjuguecs les lettres d et 8, on pourra ecrire liquation 
unique 

[<fc,|S*]=o (V) 

dont l'interpri'talion geonuHrique est immediate. En efl'et, on s;iit 
qu'ii l'elemcnt lineaire dx correspond dans la representation 
spherique l'element de-, ; on peut done cnonccr la proposition 
siiivantc : 

La 'representation fplti'riaue dr. 1'elcmen.i lineaire dx eslperpen- 
divulaire i) I' element, eon.jii^ue ox. 

En outre, la condition de pcrpendicularile 

jointe a 1'eqiiatioi] (11), donne 

\(e, + de,)\Zx\ = o, 

relation qui signifie que ox est aussi pcrpendiciilaire a la nor- 
male e, -\- de, elevee au point x + dx. 



On recommit done que la perpcndiculaiic comniune aux nor- 
males e, et e„ -J- de„ menees aux extremites d'un element dx, 
est parallele a l'element conjugue Sx. 
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Cette propriete pcut etre ecrite sous la forme 

ox = X 1 [e., (<? v + de,)] ou ox = A | [e.rfe,], 

), etunt itn facteur numerique ; ot, si Ton suppose que les varia- 
bles «, c correspondent aux combes consignees, on aura les deux 

i'qi.La lions 

all - " ''|L ev oT II 



tV 



J lL ' 8i» J/ 



(vi; 



dans lesquelles X, et X, sont des fonctions de u et de v . 

36. — - Considerons maintenant uti systeme que Icon que de 
courbes coordonnees («) ct (e). L'equation 

[<fo, |S.r] = o, 

qui exprime la condition pour que les deux directions dx et Zx 
soient conjuguees, devient 

Lite rfB+ a?*JRte 8B - f - a? Sf 7_H' 

ou, en iiitroduisant la notation de Gauss. 

Drf«3:i + D' (rf«Se + doht) - r D"dcw = o. (Vlf 

Cette relation joue, par rapport a la forme fondamentale du 
second ordre 

IW+aD'tfarfp + DW, 
lc memo role que la condition d'orthogonalite 

EtfuSu + F ((7u8c +- rfrfo) + Gdvw = o 
par rapport a la forme fondamentale du premier ordre 
Mdu--\- sFdudv + Gdv 3 , 

S 2. — Lignes de courbure. 
o'j. — Examinons lc cas particulier oil le systems coiijugue est 
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orthogonal. Les deux families de courbes portent alora lenom de 
lignes de courbure. 

Ce sont par consequent des courbes tcllcs que les quadrila- 
teres infiniment petits limites par les courbes du systeme sont 
des rectangles plans. 

Pour obtenir l'equation differentielle d'uii pareil systeme il 
suffit dejolndre a l'equation 

[<fc,|&r] = o 

la condition d'orthogonallte 

[<fcj8*]=o. 

Or les vecteurs dx, o.r;, de, etant perpendiculaires au veeteur 
normal e v en vertu des equations 

"e, [ dx] = o, [e,| 3#] = o, [e, | de,] = o, 

on en deduit immediatcment 

[de,dx] = o, (I) 

relation qui expriine que V 616 me at lineaire dx est parallele a sa 
representation spheri<jite de.,. 

D'autre part, en multipliant par e, on u 

~e,de,dx] = o ou L e, (e v -+- rfe,) tfo] = o. 

Cette derniere equation met en evidence lit propriete i'onda- 
mentale des lignes de courbure. Ellc montre que les deux 
normales infiniment voisincs e cle,-\-de sont dans un meme 
plan avec l'element dx. Ainsi que nous l'avons montre (n° 22), 
eettc propriete appartienl mix direetiuns prineipalcs, On est done 
conduit a la proposition snivantc dont on se sert souvent pour 
definir les lignes de courbure, a savoir : 

Les normales a la surface le long d'une ligne de courbure for- 
merit une surface devrioppable. 

38. — Les deux vecteurs dx et de., etant paralleles, on peut 
eerire 

de, = ?dx. 
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i encore (voir n° 22) 



de„= 



- dx. 



:lli 



Celte relation correspond aux formulos general em ent oonnues 
sous le nom de for mules A'OUnde Rodrigues. 

Si Ton desiguc par js, et p s les rayons de courbure principalis 
et si Ton adopte pour courbes coordonnees les lignes de cour- 



se, 
oh : 



J7/ 



de, 
o7 : 



Ac 



illf: 



En determinant les directions principal es en un point donne 
(Voir n" a3) nous avons montre, comment de 1' equation (II) on 
pouvait deduire la relation 

(DF — D'E) da' + (DG — D"E) dude + (D'G — D"F) dv* = o. 

Lorsqu'on y considere u et c comme variables, cette expression 
represente 1'equaiion dif(V:i'eiil.ielle des lignes de courbure. 



3g, — Les formules de la theorie des 
forme tres simple si Ton choisit pour ct 
lignes de courbure. En effet, un pareil 
orthogonal et conjugue, on a 



surface; 
irbes oi 
lysteme etant a la foi: 



prennent une 
n'donnees les 



r^i^i=o 

L flu I op J 



I, 'expression du rayon de 

(I'M l.l'llt 



p Erf« a + Q.dv' ' 

d'oii Von deduit, pour les rayons de courbu; 
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u(;.\h'a !>/■: corunuuK 



On en tire, pour chacune dcs courburea etudices clans le Cha 
pitre IV : 

C, = -=p- (courbure totale), 

[ /D D"\ DG + D"E , , , 

C m = — ( £ + -q ) ou " — 2 "eg" ' ( C0U1 ' bure moyenne), 

i /D a , D" s \ D a G a +D" 2 E 2 



'' 2 XE* ^ G* J 2 E a G a 

(courbure moyenne quadratique) 

Enfin la condition d'orthogonalite de deux elements dx et ox 
prend la forme 

Eduon + G dv Sc= o, 

lanclis que les directions dx cl o.r sont conjuguees si Ton a 
D du S« -h D" ^c oc = o. 

4o. — Determinons maintenant la condition ii laquelle doit 
satisfaire la fraction x = f (a, p) pour que les parametres a, <j 
correspondent aux lignes de courbure. 

Le systeme (it) (c) etant conjugue, la fonction x doit verifier 
1' equation lincairc (n" 33) : 

d ! x K dx | da; 

u771v = ' i^" 1 " W 

11 s'agit de determiner les coefficients A et B. A cet eft'et, mul- 

. ,. , , [3e„ 

hmn'Ms \r~ deux iin'iuluvs par t— i . on aura 

^ 1 | OK 

r oe, I tfx "I . T de., I dx "1 , D f de, I da; 1 

Mais, en verlu dcla relation 

de„ i dx 



et en tenant compte de la condition d'orthogonalite, or 

_ i r dx I &x_ 1 _ _ i_ [ dx I dx 1 
_ ^Ld^ | dude J~ ' Pl La«|daJ' 
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' dj; 



l\f 



-[L, 

v, d'oti 



oe _ r a*- I o^ i r o*c i a* ] 

de Ldu i fl«9f J" t "L««9i' I 9« J' 
Le coefficient A prend done la valeur 



Un calcul analogue donne 



La condition cherchee prend done la forme ('] 



tf.v 


i m d.v ] 




dude 


aE de j>« + 'i< 


:; d« (ic 



4i. — A la propriete fondamentale des lignes de courbure 
d'etre le seul systeme conjugue orthogonal qui existe sur une 
surface, nous r attache? on s le theoreme de Dupin relatif au 
systems triple orthogonal. Trois families de surfaces torment un 
systeme triple orthogonal si deux quelconques d'entre elles, 
prises dims des families differentes, se coupent ii angle droit. 
Cela revient a dire que les tangentes nox intersections mutuelles 
des trois surfaces forment un triedre trirectangle. 

Tlieoreme de Dupin. — Les surfaces d'an systeme triple 

orthogonal so coupent sui's'tint tears lignes de courbure. 

Un systeme triple de surfaces pent litre represents par liqua- 
tion unique. 
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dans laqucllc on envisage successivemant chacun ties trois para- 
metres comme constant. 

ConsideronH le systeme forme par les trois surfaces ;; = «„, 

I/intersection de deux tie ees surfaces, par exemple tie u = u L 
et tie v = v a , donnc une courbe 1c long de laquelle w varie seul. 
Lc vecteur tangeiitiel a cctte courbe est clone 



De la meme maniere les tangentes aux courbes u et v sont 
determinees pat' les vecteurs 



Cos vecteurs etant pevpendieul aires deux a deux, on a les trois 
conditions d'oi'lbogonalilo : 

r ix [ dx ■"]_ r dx_ I ix i r a# i iSx \ 

relations qui doivent avoir Jicn quellcs que soieut les valeurs « u . 
('„, iv„ attributes aux parametrcs h, c, n>. Considerons par exem- 
pie la premiere ; elle doit rester satisfaite si Ton passs tie la 
surface (c, w) a la surface iufiniment voisine. On a done, en 
derivant cette relation par rapport ii it, 





1 ^L\ ^-\A^\^_ |_ o 

l_ dude j ow J^L <V | didw J 


D'm 


ic mani ere analogue lea deux mitres relation 




L i* | oil J L <W | 0«oV I °' 




j ! ,r to ""j I" Hx \ tfx 1 


On ■ 


;n deduit 



r i'a: I fa T j i'.i | ftj "1 
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jfi DES LIGNES TRACEES SUR UltE SURFACE 

Mais, par hypothese les vecteurs tangentiels ^~ , -^- . 
sont rcspcclivcmeni perpendieuliures aux bivccteurs 

[d.r 0,r "1 [" ds dx ~| I" dx dx "I 

0^ d? J ' L <V 0* J ' L ^ dTi J i 

d'ou il resulle que Ton doit avoir 



" d^x dx dx 
_ buiv da cV 



"1 |~ (S^x dx dx~l T d 2 x dx &x~\ 



Ces trois equations montrent que sur chaque surface d'imc 
famille les courbes determinees par ies intersections avec les 



surfaces des deux autres families form cut 



i rcscun i'oii|ii»-nr : 



or, par hypothese cc resoau est orthogonal. II est done fori 
les lignes de courbure. 



4a. - N 

function ,r- 



3 determiner la eondit 



us alio 

■/'(", v, w) represente i 
Les equations (V) peuvent etrc m 



ion qui exprime que la 

iyslcme triple orthogonal. 



dx 



(VI, 



** A, £+!»,£, (vy 

ocdw * eV ' - aw ' ' 

^f=A, ^+B, '*. (VIJ 



II sul'flt, pour determiner les coefficients A,, B t , A,, B 3 , A 5 , B E de 
faire intervenir les conditions d'orthogonalite. 

Considerons a cet effet un deplacement quelconque dx par 
rapport an triedre trircctanglc forme paries tangentes aux trois 
courbes au point considere. On a 



dx- 



dx 



■ du + 



dv + 



dx 



^m»i\dx = Jdxl : 
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element lineaire, dans 1c systemo orthogonal, aura pour expres- 

•h' = L" ,hr + T-th' + W'd«>\ 
1 l'on ■ 

■[ST- v.=[£] ! . w^[-] ! .,vn; 



nil 



u* = 



Multiplions maintenaiit les deux membres de l'ei[iiation (VfJ 
I dee 
par -— , ihhis iiLiroiis 
r I da 

T tfx I d.r "I . f d;r ■ d.v 1 . D f to I d.-r "1 



Mais, en derivant par rapport a v la premiere des relations (VII) 



r — — T — I — I 



On obtient done pour A, la valeur 

i OU 



irait de la me me manieri 



V 9n 
En proeedant de meme pour A a , B 2 , Aj, B s et on remplacant 
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equation (VI - !, on aur;i implement le system e 
vecs partielles clu second ordre 



;V:^,i 



W 8w 



u 



Ge systemc a etc donne pour la premiere fois par Lame. II a 
ete soumis a une etude tees approfondie par M. G. Dardoux dans 
ses Lecons sur la iheorie generate des surfaces et dans ses 
Leeons sur les st/steme.t ort.hognntiu.r. 



S 3. - Lignes asymptotiques. 

43. — Nous examinons maintenant une autre famille dc courbes 
qui, ainsi que les lignes de courbure, se rattaehc par les liens 
les plus etroits au systeme eonjugiie. Ce sont les lignes asymp- 
totiques ; clles correspondent an eas oil cliacune des deux families 
de courbes est conjuguee a ellc-meme. Ainsi nous appelleroiiK 
ligne asymptotique d'une surface une courbe telle qu'en chacun 
de ses points la tangente coincide avec celle qui lui est consi- 
gnee. 

La condition que nous avons obtenuc pour les directions con- 
juguces (11" 35, form. V) devlent ici 



\ie, j ,fc] = 



x 



Cette relation reuferme loutes les pvoprietes des lignes asymp- 
totiques; elle exprimc que V element Unealre dx est perpendicn- 
laire a son image spherique de., . 

On pout aisement la ramener ii la 
ployec. En effet, 011 pent ecrirc 



irdinai 



du- 



, \ ; / Ar , d.r , \ "I 
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mi, en effectuant l'operation indiquee ot on adoptant la notation 
de Gauss 

I) du- + 2 D' du <U> + D" do* = 0. (II) 

Telle est, sousla forme connue, I'equation dilVeientielledeslignes 
asymptotiques. Kile ostdudeuxiome degro en— — ; ses solutions 
sont reelles si Ton a 

DD"~ D'-^o. 

On voit done qu'en tout point d'une region oil la courbiire 
totale est negative passent, en general, deux lignes asympto- 

liqui'v. 

II est aise de reconnaitre que la section normale faite dans nnc 
surface par un plan contenaut la tangent e a une asymptotique en 
un point, presente en ce point une courbiire nulle. En effet, nous 
avons trouve pour la courbure d'une section normale (n° aa, II). 

Ainsi, le long d'une ligne asymptotique le rayon de courbiire 

44_ — On obtiendrait encore I'equation differentielle (II) en 
envisagcant I'equation (VII) du n° 36, qui, pour le cas particulier 
qui nous occupe doit etre veriGee par ou = du, w = de. 

Mais nous allons l'etablir sous une autre forme qui nous con- 
duira a une propriete caracteristique des lignes asymptotiques. 

Ed differentiant l'egalite 

[e, \ dx\ = o 



[de, \ ,U-\ + [e, I ,Py = 
u, en vertu de I'equation (1), 

[«. I d?x] = o. 
Cettc relation exprime qu'en chaque point. (Vane ligne asymp- 
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tolique fa plan osculateur est tangent a la, surface (voir n° $ et 
n° 17, form. II). 

Voici maintenant une autre consequence de la relation funda- 
mental e 



bi To 



irque que To 



[(e.,-\- de y ) \ dx\ = o, 

d'ou Ton dednit que Teloment d'arc d'une asymptnlique est la 
perpendiculaire commune des normalos a la surface menee en 
chacune des extreraites. 

On reconnait done que pour la surface reglee engendrec par 
les normales a la surface le long d'une asymptotique, la ligne 
de striction coincide avec cette asymptotique. 

45. - — Determinons Tangle que forme une ligne asymptotique 
avec Time des lignes de courbure. Nous avons trouve pour la 
courbure d'une section normale en fonction des courbures prin- 
cipales (n° a5) 



3 etant Tangle que forme la direction choisie avec la direction 
prineipale corrcspoudant au rayon 0,. On en dednit, pour - = a 






(IV) 



Cetl.e relation donne Tangle cberche; elle montre qiTen tout 
point pris dans la region ou la surface est a courbures opposees, 
les directions priucipales sont les bissectriees des angles for- 
mes par les directions asymptotiques. De plus elle pcrmet de 
rcconnaitre que le rescau forme par les lignes asymptotiques ne 
peut ctre orthogonal que si Ton a en chaque point de la surface 
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posee est ntK' surface minima (voir Cli. IV, ^ a). 

46. — Cas fahticulieks. — a) A'oiis alio lis etablir la condi- 
tion ii laqnellc doit s ji ti s (ni re V i? q n a l.i oi\ de la surface 

*=A«. ") 

pour que le.s parametres u, v correspondent aux Iignes asympto- 
tiques, 

I. 'equation fondnmentale 

[<(«, [ ihr] = o, 
donne pour chacuoe des directions asyinptotiques 

[ to, I to "] _ 

[to | 8e J _ "' 



" to v | to 
(W OH 



'esL-:i-dircD=oetD" = o. 
Mais eomme on a 

- in to 



j_ I r S* fa 



les deux equations (V) pourvont fitre mises sons 

[ to to SV "1 _ [ to to lft« 

L ok to d»* J ~~ ° I d« 9c op 2 

Les vecteurs 

to to tor tor 

a>7 ' to ' 6V ' oe 1 ' 



£4= A, 



\ op" 

I'J!HR. Gcom6hic infill. 
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Tel est le systeme d'equations differentielles qui doit -fitre 
verilie par la fan ct ion x pour que les courbes coordoun^ea 
soient formees par les lignes asymptotiques tie l:» surface, 

Dans ce ens partieulier liquation dillerenlielle des ligncs do 
courburede la surface prend une forme remarqua'lileinent simple. 
Elle se reduit a : 

p J dn t —Gdr = o. 

II en est de memo des expressions des courbures totale , 
movenne et moyenne quadratique ; on obticnt 

c =- T. c =_ E2! c = D " (F ' + EG ' . 

b) Determinons mainteniuit liquation diffcrentielle des ligncs 
asymptotiques pour le ens partieulier oil l'equation de la surface 
est lapporl.ee an reseau forme par les lignes de courbure. 

[./of] nation vectorielle 

de, 1 d.r] = o 



ou 

r <V. i &* I , . i M *e y i o.r | f De v I dv "I 1 

[to |i,7 |''"- + |L*7 1 M J + U vA\ dl,d " 

. r oe v I o# "I , , 

+ [. a? I 3? J^ =0 - 

Le second lerme de cette equation di spar alt (en vertu des 
formnles (IV), (n° 35), pnisque le systeme («, p) est conjugue. De 
phis on a (n" 38, III) 
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L'equation differentielle des lignes asympiotiques se reduit 
done a la forme simple 

Dans le cas d'une surface minima on aura simplement 

Erf« a — Gtfe s = o. 

Si sui' une pareille surface le reseau (m, c) est isometriquc, 
e'eat-h-dire tel que l'oti ait 



[SMsr- 



on aura pour las lignas asvmptoliques ['equation 

On voit done que 1c reseau forme par les lignes asympiotiques 
d'une surface minima esl determine par les diagonnles du reseau 
isnmelrique das lignes do eourbure. 

S 4. — Lignes geodesiques. 

47. — Nous adopterons Minnie definition des lignes geode- 
siques d'une surface lanr propriety earacteristique d'apres laqnelle, 
an cliacun de leur point, le plan osculateur a la couvbe est 
normal ii la surface. Cola revient a dire que les lignes geode- 
siques sont des lignes tvacees sur une surface de telle facou que 
la normale principale a la courbe, en critique point, soit noimale 
it la surface. 

Soit e* le vecteur-unite normal ii la surface 

*=/•(», x). 

Toute eourbe tracee sur la surlaee est determince si Ton donna 
las paramelres 11 et c en fonction d'une variable que nous sup- 
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poserons d'abord, pour plus de simplicite, etre l'arc s de lit 
courbe. Lit direction de la normale principale a la courbe est 
determinee par le vecteur 



II auflira, pour obtenir l'equation differentielle des lignes 
geodesiqucs, d'ecrirc que cctte direction coincide avec e, ; on :i 
done 

[*£]=.. ..» k..,1=... o; 

Con3iderons maintenaut le ens plus general oil la courbe est 
donnee en (miction d'une variable quelconque /. Nous parvien- 
drons a line nouvelle forme de I'equalion des ligacs geodesiques 
en ecrivant qa'en tout point de la conrbe la normale e., a la sur- 
face est contenue dans le plan osculateur i\ la courbe. 

Or, on a Irouve pour l'equation de cc plan (n° 3) 

{} '' dt elf J 
I'equalion diflercntielle est dune 

[*z£]=- '•" 

48. — On se trouve conduit aux ligties gcoilesiques lorsqu'on 
ehercbe la courbe de longueur minimum traeee cntre deux points 
donnes sur line surface. Pour lc montrer il suflit de considerer 
la longueur 

£■>■ 

de l'arc compels cntro deux points fixes M n et M, pi-is sur hi 
sui'lace, et d'ecriro quo la variation premiere do oelto integrate 
est mille. 

La condition 
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un.\f:,i GtionfisiorKs 



jointe a la relation 



donue, apres des transformations simples ( ! ), Inequation 



[SI 



m; 



qui exprinie, qu'en tout point x de la courbe, le deplacement 

quel con que Zx sur la surface est perpendiculaire a la normal e 
prinoipalc ii la courbe, e'est-a-dire que la direction de la nor- 
male principale coincide avec celle de la normale ii la surface. 

49. — L'eqnaUon des Hgiies geodesiques, envisage sous cette 
nouvelle forme, est l'expression vectorielle dn systcme d'equa- 
tions ordinairement employe. 

V,n eiFet oil a 



Oj; d?u eV d i v 
= Aii d? + 5> d? 



tin'- \//.s ,' ilffiV (its </s 



(£)'- 



et, pour un deplacement quelconi 



L'equation (IIF 

iici'i'ijisseiiu-iits Z11 



quels que 



V. 



r m I a* -1 dju r to I a, 1 i\ r w*| a. 1/ « 

L S« I So J A" T L d« I to I A ! L So' I iu i\ t 

r Olr 1 i)x "I dn dv I il 2 x' 1 0.r 1/ aV V _ 

+ a |_S,fc \jii\lh di + l~5? I 'in J\ 5/ ~' 
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1 facile conduit a l;i forme conniie 



ds' + :,. oh. (ds ) 
I BF 1 9G \ I dv ' 



&E du rfr 
Oc ds ds 



;\") 



En procedant d'une mnnifere analogue pui 

IllliiiMll. 



,, d-u ,, d : v /ilF r 9E\ /</«\ 2 OG 



es equations (V) et (V") resolucs par rapport 
■tides de « et de v donnent un systeme dc la for 



d'u , f du\* ,, du dv 

*," 'Us/ ' rfs <'« "W , 



ds ds ' \ ds } J 



(VI) 



dans lequel A,, A,, B,,... soul, des fractions donnees de « et dec, 

Telles sont les liquations aiixquelles doivent satislaire les eoor- 
donnees u et r d'un point de la g6odesique exprimees en fonc- 
tion de l'arc s de la courbe, la variable independante s etant 
dolinie par la relation 

on, en adoptunt la notation o rdi n aire men t employee, 
du dv , ,, / dv \ s 



(ds) 



ds 



jo. — Applicatiox, — On eonnait le re 
joneut les Hgnes geodesiques en mecauique. 
ioi deux applications d'ailleurs bien connues. 

a). Considerons an mobile Iunee sur 
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x = f(u, c), 1c mobile n'etant sollicite par auc 
L'etjuation differentielle tie son mouvement sera 

oil in designe la masse dti mobile etN la grandeur tie 
normale de la surface. 

En multipliant les deux membres par le bivecteur i 



[«•£} 



On recommit done que la trajectoire d 
geodesiquc de la surface. 

La valeur de la reaction normale de la 
Texpression 



/<). Le second exernplc est eelui d'un fil tendu sur une sur- 
face entre deux de ses points A et B. Ts'ous allons montrer que, 
sil'on suppose le fil assez fin pour que sou poids soit negligeable : 
la figure d'cquilibre est line ligue geodesiquc. 

Con side rons mi clement d'arc MM,=&. Far hypothese, la 
seule force exterieurc agissant sur eel element est la reaction N 
de la surface. Desugnons par T la grandeur tie la tension du fil 
en M el par e„ = ~ le vecteur- unite tangent ii la coui'be en ce 

point. 

L'element MM, est done soumis aux tensions 

— Te a et Te. + d (Te E ) 

agissant respeclivement en M et en M,. 

Or, il faut que la resultaute de ees deux forces fasse equilibre 
ii la reaction normale ; d'oii la condition 

rf(T«J=N.«,, (VII) 
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8 DES LlC.yfX TtiACEES SCH U,XE SCRl-'ACE 

>u, on effectuaut la differentiation, 

dT. <■„ + T(fe a = N. e,. 
On en clcduit, en multipliant par \e , 

dT [«. | ej + T [de, \ c„] = o. 
Mais lit relation 



<li>i 



d'oii il resulte que la tension du fil est eonstante; soit 
T = T.. 
L 1 equation (VII) devient 

T de, = N.e„ 

relation qui montre que la direction rfe B de la normale prinei- 
pale a la courbe se confond avec celle de la normale a la sur- 
face. Cette derniere equation pent d'ailleurs etre immediate- 
ment ramenee a l'equation difleieul.ielle des lignes geodeslques 

!»" 47. 1). 



US]-- 



En efl'et, il sullit de remplaeer de, par sa valeur 

ft* 

as 5 

et de multiplier ensuite les deux membves par le vecteur t\. 

5i. ■ — Nous terniincrons ce chapitre en examinant encore la 
notion import ante de courbure geodesitjtte. Kile eonstiUie, pour 
les courbe s tracees snr une surface, une generalisation de la 
courbure d'une courbe plane. 
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UGNES GEODESIQVES 89 

Soit C une courbe tracee sur une surface ; en un point M de 
uette courbe menons lc plan tangent a la surface et projetona 
C orthogonalemeat sur ce plan ; soit V la courbe obtenue. 

On appelle courbure geode'sique de la courbe C en M la 
courbure de In courbe Y en ce meme point. L'inverse de la 
courbure geodesique porte le nom de rayon de courbure geode- 
siijne; nous lc designerons par 

p, = MO,. 



nLi'c piii'i 



= M0 



de courbure de C 1 



M 




et fl 1'angle forme par la nor male principale de C avec le plan 
tangent en M. 

En envisageaut le eylindre qui projette oilhogonatcmcnt C sur 
le plan tangent, on a, en vertu du tbeoreme de Meusnier 
(n° 20), applique iiux combes C et 1" 



On a done, pour 1' expression de la courbure f 
r cose 



Appliquons cette lonnule aux courbes U (e = const.) et V 
(tt = const.) d'uti sv'steme ortbogonal passant par un point M <le 
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go !JES UG.\l-:s THAChKS SUi! l/NJi SURFACE 

L'elemcnt lineairc a pour expression 

ds 1 ~Edu 3 + Gdt> i , 

tandis que les elements d'arc comptcs lespectivemetit sur les 
eourbes coordonnces aont donnes par 

d v s=f&du, d c s = */G do ; 

on a, d'autre part, pour les vecteurs respcctivcmenl tangents 
uux eourbes U et V (n os 10 el i i), 

i dx i bx 

"~ VE °" ' l ' _ VG or ' 

Considerons d'abord la courbe U; designons par p sou rayon 
de courbure ct par e-,. le vfJeteur unite qui determine la direction 
tie la normalc principals. D'apres Tune des fornmlos clc F'.'enet 
(n»7,FJ on a 






on pourra ecrire pour la courbure geodesiquc de (.J 

En rcuiplacan! les vecteurs e„ et e, pur leur valeur, on aura 

('eg L »» I <>« We ««/J' 

Si Ton ellecUm les ealculs en tenant compte do la condition 
d'orthogo nalite 



I dx I dx \ _ 



/Goosle 



i./g:vp:.s gi-:i>i>/-:sioi-j:\ 
Ic second meinl>re iWiout. 



i r a* j 3^1 



r.i c, 

Mais on a, d'une part, en denvant In condition d' orthogonality 
par rapport a '/ 

[oV I So J I. Oil | duOc I' 

d'autre part, de la vuleur 

E = r — i — i 

Ls« | »« J 

on deduit 



j.aK = |-ii Mil], 

a op |. Oh [ 8hoc | 



On parvieDt dune pour 1'expiession de la eourbure geodestque 
do U a la valour 

i _ _1 8E_ _ _ j_ OUT 

rV ~~ aE/G ^ _ ^EG O" 1 

On aurait dc ineine pour la courbe V 

i _ i OG _ _[ ay'G 

j^7 ~~ aGl/E 8« — l/EG «" 

RtiMAiiQiii. — On reeonnait aisoinent que la eourbure geode- 
sique d'uue ligne geudosique esl nulle, tandis que la eourbure 
geodosique d'une ligne asymptotique est egalo a sa propre eour- 
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